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译 者 序 


作为 一 门 历史 悠久 的 学 问 , 数学 有 她 自身 的 文化 和 美学 , 就 像 
文学 和 艺术 一 样 . 一 方面 , 数学 家 们 在 努力 开拓 新 领域 、 解 决 老 问 
题 ; 另 一 方面 , 他 们 也 在 不 断 地 从 不 同 的 角度 反复 学 习 、 理 解 和 欣赏 
前 辈 们 的 工作 . 的 确 , 数学 中 有 许多 不 仅 值得 反复 推 戎 理解, 更 值得 
细心 品味 和 欣赏 的 杰作 . 有 些 定理 的 证 明 不 仅 想法 奇特 、 构 思 精 巧 ， 
作为 一 个 整体 更 是 天 衣 无 缝 . 难怪 , 西方 有 些 虚 诚 的 数学 家 将 这 类 
杰作 比喻 为 上 帝 的 创造 . 这 也 就 是 我 们 所 说 的 数学 天 书 中 的 证 明 . 

本 书 介 绍 了 35 个 著名 数学 问题 的 极 富 创造 性 和 独具匠心 的 证 
H. 这 不 是 一 本 教科 书 , 也 不 是 一 本 专著 , 而 是 一 本 开阔 数学 视野 和 
提高 数学 修养 的 著作 . 出 于 可 读 性 的 考虑 , 本 书 侧重 于 研究 生 水 平 
并 且 局 限于 数论 、 几何、 分析 、 组合 与 图 论 五 个 数学 领域 . 但 我 确 
信 , 每 一 个 数学 工作 者 都 会 喜欢 这 本 书 , 并 且 从 中 学 到 许多 东西 . 

2002 年 , 斯 普 林 格 出 版 社 的 高 级 编辑 Lindemann 博士 来 华 访问 
时 告诉 我 , 本 书 是 斯 普 林 格 出 版 社 近 十 年 来 最 畅销 的 数学 著作 之 一 . 
2005 年 , 该 出 版 社 的 Heinze 博士 来 华 访问 时 告诉 我 这 本 书 已 被 番 
译 成 8 种 文字 出 版 , 同时 他 也 希望 我 能 促成 这 本 著作 中 文 版 的 出 版 . 
高 等 教育 出 版 社 的 王丽萍 编辑 对 本 书 的 出 版 给 予 了 大 力 支 持 , 李鹏 
编辑 细心 核对 了 译 稿 并 提出 了 许多 改进 意见 . 冯 荣 权 教 授 和 宋 春 伟 
博士 承担 了 翻译 工作 , 我 负责 统筹 和 校对 , ЗЕ ЖИЕНИ ИИК Т. 
作 给 予 了 帮助 . 


宗 传 明 
北京 大 学 ,2008 年 9 月 


中 文 版 序言 


本 书 的 英文 原著 于 1998 年 出 版 , 随即 受到 数学 界 的 广泛 好 评 ， 
并 被 陆续 翻译 成 了 十 余 种 不 同 的 文字 , 其 中 包括 法 文 、 德 文 、 意 大 
利文 、 日 文 、 西 班 牙 文 和 俄 文 等 . 

中 国 曾 经 对 世界 文明 作出 过 重要 贡献 . 中 国 的 数学 正 处 在 一 个 
迅速 发 展 、 人 才 辈 出 的 时 期 . 我 们 很 高 兴 本 书 中 文 版 的 问世 , FRY] 
希望 好 对 中 国 数学 的 发 展 起 到 积极 的 作用 . 中 文 版 是 在 原著 第 三 版 
的 基础 上 翻译 的 . 我 们 诚挚 地 感谢 宗 传 明教 授 、 冯 荣 权 教 授 和 宋 春 
伟 博 士 为 翻译 这 本 书 所 做 的 各 项 努力 . 


Martin Aigner, Giinter M. Ziegler 
柏林 ,2008 年 8 月 


Paul Erdós 喜欢 谈论 数学 天 书 (《The Book ) ), 上 帝 在 其 中 保存 
着 数学 定理 的 完美 证 明 . 他 这 是 根据 G. Н. Hardy 的 说 法 : 丑 的 数学 
是 不 会 有 永久 地 位 的 . Paul Erdős 也 讲 过 , 作为 数学 家 , 你 可 以 不 相 
信 上 帝 , 但 你 应 该 相信 数学 天 书 . 几 年 前 ,我们 建议 他 勾画 一 下 数学 
天 书 的 轮廓 . 他 立即 动手 , 充满 热情 地 一 页 一 页 提 了 很 多 建议 . KB 
原 计划 作为 Paul Erdós 的 85 岁 生 日 献礼 于 1998 年 3 月 出 版 . 由 于 
他 于 1996 年 夏天 不 幸 去 世 , 他 没有 被 列 为 我 们 的 合作 者 . 而 本 书 却 
是 作为 对 他 的 纪念 . 
我 们 没有 数学 天 书 中 的 证 明 的 定义 或 标准 . 这 里 我 们 所 呈现 给 
大 家 的 是 一 些 具有 高 超 的 思想 、 聪 明 的 观察 和 出 色 的 洞察 力 的 例 
T. 但 愿 读者 与 我 们 一 样 对 它们 富有 热情 并 喜欢 它们 , 尽管 我 们 的 
表述 并 不 完美 . 本 书 内 容 的 选取 , 在 很 大 程度 上 受到 Paul Erdós 的 影 
и. 其 中 许多 章节 是 他 建议 的 , 许多 证 明 是 他 给 出 的 或 者 源 于 他 富 
有 洞察 力 的 问题 或 猜想 . 所 以 , 这 本 书 很 大 程度 上 反映 了 Erd6s 关于 
什么 是 数学 天 书 中 的 证 明 的 观点 . 
限制 我 们 选 题 的 一 个 因素 是 可 读 性 : 本 书 中 的 所 有 章节 应 该 能 
被 具有 大 学 数学 水 平 的 读者 所 理解 . 一 点 线性 代数 、 数学 分 析 和 数 71е Воо" 
论 以 及 一 些 离散 数学 的 初等 概念 和 思维 方式 就 足够 理解 和 欣赏 本 
书 的 全 部 内 容 . 
我 们 对 那些 为 本 书 的 出 版 提供 过 帮助 和 支持 的 人 表示 更 心 的 感 
谢 (其 中 包括 初稿 讨论 班 上 的 学 生 ): Benno Artmann, Stephan Brandt, 
Stefan Felsner, Eli Goodman, Torsten Heldmann 和 Hans Mielke. 此外， 
Margrit Barrett, Christian Bressler, Ewgenij Gawrilow, Michael Joswig, 
Elke Pose, 和 Jorg Rambau 对 本 书 的 出 版 提供 了 技术 支持 , Tom Trotter 
通读 了 初稿 , Karl Н. Hofmann 提供 了 一 些 优美 的 插图 , 在 此 一 并 致 
W. 当然 , 我 们 要 特别 感谢 已 故 的 伟人 Paul Erdős ЖЛ. 
Martin Aigner, Giinter M. Ziegler 
柏林 , 1998 年 3 月 


第 二 版 序言 


本 书 的 第 一 版 受到 了 读者 广泛 的 欢迎 . 我 们 也 收 到 了 许多 读者 
来 信 , 其 中 有 的 给 出 中 肯 的 评论 , 有 的 指出 一 些 错误 和 缺陷 ,有 的 则 
对 另外 的 证 明和 新 的 讨论 题目 提出 了 很 好 的 建议 . (显然 , 当 我 们 希 
望 展现 完美 证 明 时 , 我们 的 表述 并 不 完美 ). 

本 书 的 再 版 给 我 们 提供 了 改善 的 机 会 : 新 版 增加 了 三 章 , 并 对 
有 的 章节 做 了 实质 性 的 修改 和 给 出 新 的 证 明 , 同时 还 有 一 些小 的 改 
动 . 这 些 改 进 不 少 是 基于 读者 的 建议 . 另外 , 我 们 删 掉 了 第 一 版 中 关 
于 “十 三 球 问题 " 的 一 章 , 因为 该 问题 的 完整 证 明 需 要 很 多 细节 , 很 
难 做 到 简洁 优美 . 

在 此 我 们 非常 感谢 那些 来 信 的 读者 , 他 们 的 来 信 对 我 们 很 有 帮 
助 , 他 们 中 有 Stephan Brandt, Christian Elsholtz, Jiirgen Elstrodt, Daniel 
Grieser, Roger Heath-Brown, Lee L. Keener, Christian Lebceuf, Hanfried 
Lenz, Nicolas Puech, John Scholes, Bernulf WeiSbach 以 及 许多 其 他 读 
者 ， 同 样 , 我 们 再 次 对 Springer Heidelberg] Ruth Allewelt 和 Karl- 
Friedrich Koch 以 及 柏林 的 Christoph Eyrich 和 Torsten Heldmann 提 
供 的 帮助 和 支持 表示 衷心 的 感谢 . Karl Н. Hofmann 提供 了 一 些 高 质 
量 的 新 插图 , 在 此 一 并 致谢 . 


Martin Aigner, Giinter M. Ziegler 
444k, 2000 年 9 月 


准备 这 本 书 的 第 一 版 时 , 我 们 绝 没 想到 出 版 后 会 有 如 此 的 成 功 . 
自 出 版 以 来 , 这 本 书 已 被 翻译 成 许多 种 语言 出 版 . 这 期 间 我 们 收 到 
了 许多 读者 的 热情 来 信 , 其 中 有 许多 非常 好 的 关于 修改 和 增加 新 内 
容 的 建议 一 一 这 使 我 们 忙 了 好 几 年 . 

第 三 版 增加 了 两 章 (分 别 关于 Euler 的 分 拆 便 等 式 和 洗 牌 ), © 
于 Euler 系列 的 三 个 证 明成 了 独立 的 一 章 . 当然 , 还 有 许多 其 他 改进 ， 
如 Calkinwilf-Newman 关于 “有 理 计数 ”的 处 理 . 目前 也 就 是 这 些 . 

我 们 对 过 去 五 年 中 支持 这 一 项 目的 每 个 人 , 和 对 新 版 作出 贡献 
的 每 个 人 表示 衷心 的 感谢 . 他 们 包括 David Bevan, Anders Björner, Di- 
etrich Braess, John Cosgrave, Hubert Kalf, Giinter Pickert, Alistair Sinclair 
和 Herb Wilf. 


Martin Aigner, Giinter M. Ziegler 
柏林 , 2003 年 7 月 
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素数 无 限 的 六 种 证 明 


让 我 们 从 最 古老 的 天 书证 明 开 始 ， 通 常人 们 将 其 归功 于 Eu- 
clid (Elements IX, 20). 它 告诉 我 们 素数 构成 的 数列 永 不 终止 . 


@ Euclid 的 证 明 . 对 任何 素数 的 有 限 集 i, , pr}, 考察 n = 
Pip2…pr +1. HO n 的 素 因 子 p. XA p 不 可 能 是 任何 一 个 р: 
否则 p 既是 n 的 因子 又 是 积 pipo- pr 的 因子 ; 所 以 也 是 两 者 之 
Žž n- pipz Pr = 1 的 因子 ,矛盾 . 从 而 任何 有 限 集 {pi,:… р} 不 
可 能 包含 所 有 的 素数 . o 

在 往 下 继续 之 前 我 们 引入 一 些 符号 . ^ N = {1,2,3,---} WA 
然 数 集 , Z = {.-- ,一 2, 一 1,0, 1,2,…} 为 整数 集 , P = {2,3,5,7,---} 
表示 素数 集 . 

下 面 我 们 介绍 其 他 几 种 (从 一 个 长 得 多 的 单子 上 选 出 的 ) 不 同 
的 证 明 , 希望 读者 会 像 我 们 一 样 喜爱 它们 . 尽管 它们 来 源 于 各 异 的 
观点 , 其 基本 思想 是 相同 的 : 自然 数 没 有 上 界 , 而 每 个 > 2 的 自然 数 
都 有 素 因 子 . 这 两 个 事实 放 在 一 起 将 导致 P 是 无 限 的 . 下 一 个 证 明 
归功 于 Christian Goldbach (在 1730 年 致 Leonhard Euler 的 信里 ), 第 三 
个 证 明显 然 是 通俗 的 , 第 四 个 是 Euler 自己 给 出 的 , 第 五 个 由 Harry 
Fürstenberg 提出 , 而 最 后 一 个 是 Paul Erdós 的 . 


m 证 明之 二 . 让 我 们 先 看 看 Fermat Ж F, = 22° +1, XE n = 
0, 1,2,.…. 下 面 证 明 任 意 两 个 Fermat ЖОН Ж; 从 而 必 有 无 穷 多 个 素 
Ж. 为 此 我 们 只 需 验证 递 推 关 系 


> (1) 


事实 上 , E m J& Р. IE, (k < n) HAF, W m ҖЕ 2, Fm = 1 
或 者 2. 但 由 于 Fermat 数 都 是 奇数 ,mm = 2 是 不 可 能 的 . 

现在 我 们 用 归纳 法 证 明 递归 关系 (1): 当 = 1 时 ,我 们 有 Fo = 
3 及 Е, – 2 = 3, 由 归纳 假设 即 得 


ла 
$13» 
Mo 
Fo = 3 
Е = 5 
Е. = 17 
Fg = (257 
Fy. = 65537 
Fs = 641: 6700417 
前 几 个 Fermat Ж 


若 G 是 一 个 有 限 (乘法 ) 群 
AU 是 它 的 一 个 子 群 , 则 必 有 |U| 
整除 |G]. 


Sith. 考虑 二 元 关系 
ac b:«— ba^! eU. 


从 群 的 定义 易 见 ~ 是 一 个 等 价 关 
Ж. GLA COR a 的 等 价 类 即 陪 集 


Оа = {za:z € U}. 


SBM |Ша| = |U|, 所 以 G 可 以 被 划 
分 为 阶 数 均 为 U| 的 若干 陪 集 , 从 


而 可 以 导出 [07| 整除 |G]. 口 

在 U 是 循环 子 群 {a,a?，…， 
а" } 的 特殊 情况 , 可见 m (使 am = 
1 的 最 小 正 整数 , 称 为 元 素 a 的 阶 ) 
一 定 整除 |G| 的 阶 数 . 


在 函数 f(t) = 1 上 面 的 阶梯 


数论 


II^ = (П Fy) Fn = (Е. – Е, 

T = (22° -1)(074122""-12 E4-2 
证 毕 . 口 
图 证 明之 三 ， 假 设 P 有 限 且 令 p 为 最 大 的 素数 . 我 们 考虑 Mersenne 


数 2? — 1, 并 证 明 2 — 1 的 任意 素 因 子 q BAF p, 由 此 导出 素数 无 
Bit. 4> а 为 整除 2? 一 1 的 一 个 素数 , 则 有 2” = 1 (moda). 因为 p WR 
数 , 前 一 公式 说 明 在 域 Z。 的 乘法 群 Zu\{0} PICK 2 的 阶 就 是 p. 而 
该 乘法 群 有 q - 1 个 元 素 . 由 Lagrange EM, 我 们 得 到 p| (q — 1) 
由 此 可 以 导出 p < д. 


下 面 是 一 个 用 到 初等 微 积分 的 证 明 . 


图 证 明之 四 ， 令 r(z) := #{p < xz : pe Р} 表示 不 超过 实数 z HE 
数 个 数 . ЖЕР = {pi1,pz,ps,…} 排 为 升序 .我 们 考虑 由 log = Jt idt 
定义 的 自然 对 数 log z. 

现在 将 曲线 f(t) = + 之 下 的 面积 与 稍 高 的 阶梯 函数 之 下 的 面 
积 进行 比较 . 对 n < z < n+ 1 TG 


1 1 1 


1 
logz < oa tet оч 


2 8 
1 
< = m! 
这 里 5^ 表示 对 所 有 的 仅 含 p < zx ЖЕ т € NRA. 因为 每 
个 被 求 和 的 m 可 以 唯一 地 表 为 1 p 的 形式 , 最 后 一 个 和 式 等 于 


П (5). 


由 于 上 面 的 内 和 是 公 比 为 3 的 几何 级 数 , 所 以 


1 
peP р p-1 ү Pea 
pss psz 
显然 ,pk > k +1, 因而 
Pk 1 1 k+1 
= 1 — — 
Pr-1 рк— 1 +R ks 
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所 以 
n(x) kl 


logr < II ur dis n(x) +1. 
m1 


众所周知 log т 无 界 , 所 以 r(z) 也 无 界 , 从 而 素数 有 无 穷 多 个 . O 


ш 证 明之 五 .在 用 了 分 析 之 后 现在 轮 到 用 拓扑 了 ! 我 们 考虑 整数 
集 忆 上 的 一 种 奇特 的 拓扑 .对 abpe2Z,b> 0, 令 


Nap = {a+nb: nE zZ}. 


每 个 集合 Nap 都 是 正 负 无 界 的 算术 级 数 . 我 们 称 集 合 O С 2 为 开 
Ak, 如 果 O 是 空 集 , 或 者 对 任意 的 a € O 存在 b> 0 使 得 Nay C O. 
显然 , 开 集 的 并 总 是 开 集 . 另外 , 如 果 О, 和 O2 是 两 个 开 集 , 对 任意 
的 a € O1 п О», Nap, © Oi EUR Nap, C Os, BA a € Nant. С 
О, N Os. 所 以 开 集 的 有 限 交 是 开 的 . 从 而 我 们 定义 的 开 集 族 的 确 导 
出 了 上 的 一 个 拓扑. 

这 里 我 们 注意 两 个 事实 : 
(A) 每 个 非 空 的 开 集 都 是 无 界 的 . 
(B) 每 个 Na» 都 是 既 开 又 闭 的 . 
第 一 点 是 显然 的 . 至 于 第 二 点 , 我 们 观察 


b-i 
Na, = ZN U Мазь. 
i=1 


这 说 明 Ns 是 开 集 的 补 , 因而 是 闭 集 . 


素数 在 哪里 呢 ? 一 一 下面 就 来 了 . 每 个 整数 z 1,-1 MAK 
TERT р, 所 以 我 们 有 ne Nop 以 及 


Z\{1,-1} = LU Nop. 
peP 


如 果 正 是 有 限 的 , 那么 („ср Nop 将 是 有 限 个 闭 集 的 并 (根据 (B))， 
所 以 是 闭 的 . 进而 可 以 导出 (1, -1} 是 一 个 开 集 , 这 与 (A) 矛盾 О 


图 证 明之 六 .我 们 的 最 后 一 个 证 明 更 迈进 了 一 大 步 . 它 不 仅 证 明了 
素数 无 穷 多 , 还 证 明了 无 穷 级 数 Sper 1 发散. Euler 首次 证 明了 这 
个 重要 的 结果 (那个 证 明 也 很 有 趣 ), 我 们 将 要 介绍 的 是 由 Erdós 给 
出 的 着 实 漂亮 的 证 明 . 

令 pi pas ps, 表示 升序 排列 的 素数 , 并 假设 E per + HA. ЯБ 
么 一 定 存在 自然 数 大 使 得 Doky 去 < 3. 这 时 , 我 们 称 pi,- ,pk 


"AUR, IARE” 


数论 


为 小 素数 , 称 pias Paros: 为 大 素数 . 这 样 对 任意 的 自然 数 N 都 
有 
— < =. (2) 


S № 表示 满足 n < N 且 至 少 被 一 个 大 素数 整除 的 正 整数 n 的 个 
Ж, N 表示 满足 ”< N 且 因子 都 是 小 素数 的 正 整 数 的 个 数 . 我 们 将 
证 明 存 在 某 个 N 使 得 


М+М, < N, 


从 而 导出 矛盾 . 根据 定义 M + М, 应 该 是 等 于 N 的 . 

为 估计 Ny, 我 们 注意 到 |X| 计数 了 满足 n< N 的 p, 的 倍数 . 
于 是 由 (2) 得 到 № нч 

№ < == Srey (3) 

Р i>k+1 PI 2 
现在 再 看 N.. 把 每 个 只 有 小 素数 因子 的 n< N 写成 n = a,b? 的 形 
式 , 这 里 an 是 没有 平方 因子 的 部 分 . 每 个 a, 也 就 是 一 些 互 异 的 小 
素数 的 乘积 , 所 以 一 共 恰 好 有 2* 个 可 供 选 择 的 没有 平方 因子 的 部 
4r. 男 一 方面 , HF b, < yn < VN, 至 多 有 VN 个 不 同 的 平方 部 分 ， 
所 以 


N, < 2*VN. 
因为 (3) 对 任意 的 N 都 成 立 , 只 需 找到 一 个 满足 2 /N < X 亦 
即 2*+1 < VN 的 N 就 行 了 .那么 令 N = 22k+2 ЩИ], 口 
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Q 
力 
我 们 已 经 看 到 素数 列 2,3,5 是 无 限 的 . 其 实 , 素数 列 的 间 


隙 也 无 上 限 . 令 和 :三 2.3.5. р ане я. 
容易 证 明 下 面 的 大 个 数 


N +2,N+3,N+4,---,N+k,N+(k+1) 


中 没有 素数 . 因为 满足 2 <i 和 +1l 的 1 一 定 有 小 于 大 十 2 的 素 因 
T. 该 素 因 子 必 定 整除 N, оа N +i. PAN, HK k = 10, 可 以 
找到 下 面 的 10 个 相继 整数 


2312, 2313, 2314, - -- ‚2321, 


其 中 没有 素数 . 

但 是 素数 序列 的 间隙 还 是 有 上 界 的 . 一 个 著名 的 上 界 是 这 样 描 
述 的 :“ 到 下 一 个 素数 的 距离 不 可 能 大 于 我 们 出 发 的 这 个 数 ” 这 就 
是 Bertrand 假设 . Joseph Bertrand 提出 了 这 个 猜想 并 且 验 证 了 wm < 
3000000 的 情形 . 1850 年 , Pafnuty Chebyshev 第 一 个 对 所 有 的 n fi Joseph Bertrand 
出 证 明 . 印度 天 才 Ramanujan 则 给 了 一 个 简化 得 多 的 证 明 . 下 面 属 
于 Paul Erdős 的 天 书证 明 取 自 1932 年 Erdas 发 表 的 第 一 篇 文章 , 那 时 


也 19 岁 
19 27. 
Beweis eines Satres von Tschebyschef 
Voa P. Езда in Budapest 
Für den z ма Тзснкнүзсн®” bewiesenen Satz, laut 
К dessen es zw einer natürlichen Zah! and ihrer zweifach 
Bertrand 假设 . etn s zalî gibt, legen in der e 
ewe sien kena man ohne Zw 


Band 1, 3. 66— ба gibt Herr 
за Mcd S eds 
der Pr imzabien unter einer gegebemca Grenze, aus welchem 
folgt, dab Ни ein p 


SHA n > 1, 存在 素数 p 满 足 n< p< 2n. 


m 证 明 . 我 们 足够 仔细 地 估计 7") 的 大 小 , 将 说 明 如 果 它 没有 满 
E n < p < 2n 的 素 因子 , 它 就 会 “ 太 小 "了 . 以 下 分 五 步 论证 . 

(1) 先 对 n < 4000 证 weap 这 不 必 验 证 4000 种 情形 : nt P 6, 
只 要 (这 称 作 "Landaud 15") 证 实 ыс: " gai 


2,3, 5,7, 13, 23, 43, 83, 163, 317, 631, 1259, 2503, 4001 


[| к m жї 
м. М pui e 
tight ni <a” 
Ej 

< fs Unt 

1 fi 
"e 
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是 一 些 素 数 是 每 一 个 均 小 于 前 一 个 的 两 倍 . 这 样 每 个 区 间 (y : n < 
y € 2n), п < 4000, 就 一 定 含 有 上 面 14 个 素数 中 的 某 个 了 . 
(2) 下 面 证 明 


II» < 47-1 


р<т 


这 个 证 明 对 素数 的 个 数 进 行 归纳 . 它 并 非 来 自 Erdos 的 那 篇 文章 , 但 
也 是 归功 于 Erdós ( 见 边栏 ), 是 一 个 真正 的 天 书证 明 . 
首先 注意 到 如 果 q 是 满足 g < z 的 最 大 素数 ,那么 


并 且 


对 所 有 实数 z > 2 成 立 . (1) 


41-1 47-1. 


所 以 只 需 验 证 (1) 94 a = q 是 素数 时 成 立即 可 .对 g = 2 当然 有 “2 < 
4". 我 们 继续 考虑 4 = 2m + 1( 奇 素数 ) 的 情形 . (这 里 我 们 可 以 归纳 
地 假设 (1) 对 所 有 {2,3,… , 2m} 中 的 整数 т 都 成 立 .) 当 g = 2m 1 
时 , 我 们 把 乘积 分 成 两 部 分 可 以 得 到 
П» = П» П» 
р<2т+1 р<т+1 т+1<р<2т+1 
m{2m+1 
«en 


< 4mg2m = 42m 
事实 上 , 第 一 部 分 可 由 归纳 假设 得 到 
П р < at 


р<т+1 


= 2т + Y 


»«( 
m 
т+1<р<2т+1 


成 立 则 是 因为 (mH) = 是 个 整数 , 所 考虑 的 素数 都 是 分 
F (2m 十 1)! 的 因子 , 却 不 是 分 母 m!(m + 1)! 的 因子 . 最 后 ， 


成 立 是 因为 


是 二 项 式 展开 
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中 相等 的 两 项 . 
(3) 根据 Legendre 定 理 ( 见 边 栏 ) (27) = Gn) 中 素 因 子 р 的 次 数 


> (lella) 


和 式 中 的 每 一 项 至 多 是 1, 因为 


El] -86-)-: 


而 且 须 是 整数 . 此 外 当 p > 2n 时 就 都 为 零 了 . 所 以 (27) rf p 的 次 


>: (5 "а Fay < max{r : p" < 2n). 


所 以 整除 (77) 的 p 的 次 数 不 超 过 2n. 特别 地 , 当 p > V2n 时 , Ё 
在 (2") 中 的 次 数 最 多 为 1. 

此 外 , Erdos 认为 以 下 事实 在 他 的 证 明 中 起 到 了 关键 作用 : W 
Ж $n < p <n Ж p 根本 不 会 整除 (?")! 事实 上 , зр > 2n X 
9] C n > 3, ATI p > 3) p 5 2р 是 仅 有 的 两 个 出 现在 ©" 的 分 子 
中 的 p 的 倍数 ,这 时 在 分 母 中 也 恰 有 p 的 2 ERAT. 

(4) 现在 可 以 估计 (7) T. 4 n > 3 时 , 利用 附录 中 对 二 项 式 系 
数 的 估计 , 我 们 可 以 得 到 

=< (2) II ? - II » - Her 


p< V2n Van<p< $n n<p<2n 
由 于 满足 p < Vin WRB VIn 个 , 从 上 式 我 们 得 到 


4€ (a^. ҮР a (2) 
vV2n«p& $n п<р<2п 


(5) 假设 不 存在 素数 p 满足 < p € 2n, 那么 (2) 中 的 最 后 一 项 
乘积 就 是 1. 把 (1) 代入 (2) 我 们 得 到 


4" < (2п)ї+У?" 4%", 
换言之 ， 


4%" < (2п)1+У2". (3) 


n! PEK p HARM A 


xi 


With. RFHFn!l =1.2.3.....n 
后 的 n 项 中 恰 有 |e | 项 被 p 整除 ， 
[| 项 被 p^ 整除 , 依 此 类 推 .所 
以 ,ml 中 素数 p AYR 
Xll 


kz1 


以 下 的 例子 

(26) = 23 .5?-7-17-19- 23 

(28) = 2° . 39 -5?-17-19- 23 

(32) = 24 - 3? - 5- 17 - 19 - 23-29 
揭示 了 “非常 小 "的 素数 p < V2n 的 
高 次 宕 可 以 整除 (77), 满足 V2n < 
p < $n 的 “小 "素数 最 多 是 (77) 的 1 
EAF, 而 在 区 间 n < p < n 内 的 
素数 则 根本 不 会 成 为 它 的 因子 . 
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这 对 足够 大 的 n 是 错误 的 ! 事实 上 , 利用 a 十 1 < 2° (由 归纳 法 这 对 
所 有 的 a > 2 成 立 ) 我 们 有 


2n = (Yn) < (| YR] +1)° < 2L] & (4) 


所 以 对 n> 50 (从 而 18 < 2V2n) 我 们 从 (3) 和 (4) 得 到 
22” < (оп)%(ї++У?п) < 9 0" (18+18V2n) < 220 YVI _ 220(2n)2/3 


这 说 明 (2n)'/3 < 20, 从 而 要 求 n < 4000. п 


从 以 上 的 估计 中 可 以 得 到 更 多 的 事实 . 基于 (о), 当 > 4000 1 
我 们 可 以 用 同样 的 方法 推导 出 


II p> 2%". 


п<р<2п 


RFE, YE п 53 2n 之 间 的 素数 个 数 至 少 是 


logan, (2%") = 5 с5а 
这 个 估计 是 蛮 不 错 的 . 在 该 区 间 内 的 素数 个 数 大 约 是 n/logn. 
这 可 以 从 素数 定理 直接 导出 . 素数 定理 即 : 


lim fis n :Pp 是 素数 } _ 


noo n/logn 


这 个 著名 结论 是 Hadamard 和 de la Vallée-Poussin 最 早 在 1896 年 证 明 
的 . Selberg 和 Erd6s 在 1948 年 发 现 了 一 个 初等 证 明 (没有 使 用 复 分 析 
的 工具 ,但 非常 元 长 复杂 ). 
也 许 素数 定理 还 不 是 最 后 的 结果 . 例如 , Riemann 猜想 ( 见 第 7 
章 的 附录 ) 的 解决 将 大 大 改进 素数 定理 中 的 估计 . 该 猜想 则 是 数学 
中 最 主要 的 有 待 解决 的 问题 之 一 . 即使 对 Bertrand 假设 而 言 , 我们 也 
可 以 期 待 明显 的 改进 . 实际 上 , 下 面 也 是 一 个 著名 的 未 解决 问题 : 
Ж n? 与 (n 十 1)? 之 间 是 否 一 定 存 在 素数 ? 
详 见 [3, P19] 与 [4, PP. 248, 257]. 
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附录 : 一 些 估计 
利用 定 积分 估计 


利用 定 积分 估计 和 式 是 个 简单 而 有 效 的 方法 (在 第 1 章 证 明之 
四 我 们 已 经 看 到 过 了 ). 为 了 估计 调和 级 数 


“1 
Hn = Ix 
k=1 


我 们 在 页 边 画 出 图 形 , 并 通过 比较 曲线 f(t) = 30 <t < n) 之 下 的 
面积 与 深 色 矩形 的 面积 得 出 


1 
logn + = < Hn < logn + 1. 


这 样 ,我 们 就 有 lim Hn — оо 并 且 Ha 递增 的 阶 由 


ils). 
noo logn : 
给 出 . 当然 现在 已 知 的 估计 (参见 [2]) 要 好 得 多 , 例如 
E "pe mE E 1 S, ix" O (25) 表示 对 某 个 常数 co 满 
Не ят ОЕ 5 ARE ag О (=) ' E f (n) < с WENERA f(n). 


HER y x 0.5772 JÈ "Euler ЖЖ”. 
阶乘 的 估计 —— Stirling 公式 
同样 的 方法 用 于 


n 
log(n!) = log24- log3--:-:--logn = У logk 
k=2 


就 得 到 
log((n — 1)!) < { logtdt < log(n!). 
1 


12 

f(n) ~ g(n) 表示 
lim J(n) =1 
n—oo g(n 


I 6 15 20 157967 1 
E ty 2k obese, 77 1 


Pascal 三 角形 


数论 


这 里 定 积分 是 易于 计算 的 : 


" n 
/ logtdt = [togt] = nlogn-n-1. 
1 


这 样 我 们 就 得 到 п! 的 一 个 下 界 


n 
n! > elogn—ntl 一 e(“) Я 
е 


同时 也 有 上 界 


n n 
n! = n(n— 1)! < ne” bsna 一 (5) 3 


想得到 Stirling 公式 那样 关于 nl HEE 
n п 
则 需要 更 仔细 的 分 析 . 更 精确 的 估计 也 是 有 的 , 例如 


п 1 139 1 
рг e Pi аё S. 
nt = Varn (2) (Gar + тәп + 39888? — 514005 О (a) 


对 二 项 式 系数 的 估计 

单 从 二 项 式 系数 (2) 的 定义 (n- 集合 的 太子 集 的 个 数 ) 出 发 ,我 
们 就 知道 二 项 式 系数 的 序列 (0), (0), (0) 满足 
• FIA: B (0) = 2" 
o REE: (2) = („^8 
SPOT (р) = EF (e) 容易 发 现 ,对 固定 的 n MÊ, 二 项 式 
系数 (%) 组 成 的 序列 是 对 称 且 单 峰 的 : 向 中 部 递增 , 使 得 中 间 的 二 
项 式 系数 是 序列 中 的 最 大 项 : 


12()«()«--« (intaj) = (rna) E > (=A. 


这 里 |z] 5j [z] 分 别 代 表 实 数 z 的 下 取 整 与 上 取 整 . 

从 上 面 提 到 的 逼近 公式 我 们 可 以 得 到 对 二 项 式 系数 相当 精确 
的 估计 . 然而 , 在 本 书 中 其 实 只 需 用 到 那些 弱 而 简捷 的 估计 . 例如 : 
对 任意 的 心 有 (2) < 2"; 对 n>2, 有 


Gi) > 
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等 式 成 立 仅 当 = 2. 特别 地 , 对 n> 1, 我 们 有 Sy, 
2n 4" © 
上 式 成 立 是 因为 中 间 项 (a) 是 序列 (6) + 0). (0). o G3) 


中 最 大 的 一 个 , 而 序列 的 和 是 2". 所 以 序列 的 均值 是 27. 
注意 二 项 式 系数 的 如 下 上 界 


—1)--(n—k-1 k k 
网 一 ا‎ #1) < € < oe 
这 对 序列 首尾 的 那些 “小 * 项 是 相当 不 错 的 估计 , 尤其 是 当 ”比较 
大 的 时 候 (相对 于 k). 
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二 项 式 系数 (几乎 ) IE 


这 是 Bertrand 假设 的 一 抹 余 韵 , 引出 了 关于 二 项 式 系数 的 一 个 
美妙 结果 . 1892 年 , Sylvester 以 下 面 的 形式 加 强 了 Bertrand 假设 : 

Znz2k 则 n,n 一 1,… ,n 一 kk 十 1 中 至 少 有 一 个 具有 比 下 

大 的 素 因子 也 
注意 , n = 2k 时 这 恰好 就 是 Bertrand 假设 . 1934 年 , Erdős 基于 他 
对 Bertrand 假设 的 证 明 , 用 初等 方法 给 出 了 Sylvester 的 结果 的 一 个 
天 书证 明 . Sylvester 定理 可 以 等 价 地 叙述 如 下 : 
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(2) = n(n —1)---(n—k+1) 
k k! 

LAKAT p> К. 

有 了 这 个 观察 , 我 们 来 赏 鉴 Erdős 的 另 一 枚 宝石 . 什么 时 候 会 
有 (R) ЭЖИ m^? DH k=l = 2 时 , (2) = m 有 无 穷 多 个 
解 .实际 上 , 若 (2) 是 平方 数 , 则 (CO 也 是 平方 数 : A п(п-1) = 
2m?, 则 有 


(2n — 1)?((2n — 1)? — 1) = (2n — 1)?4n(n — 1) = 2(2m(2n 一 1))2， 


于 是 
1) ) = (2m(2n — 1))?. 


从 G) = 6 开始 我 们 可 以 得 到 无 限 多 个 解 , 其 中 的 下 一 个 便 是 
(289) = 2042, 当然 , 这 种 方法 并 没有 给 出 全 部 的 解 . 例如 , 从 (52) = 
352 开始 是 另 一 个 解 的 序列 , (1682) = 1189? 又 起 始 了 另 一 列 . 当 大 = 
3 时 , 已 知 的 结果 是 (3) = m? 有 了 唯一 解 n= 50, m = 140. 而 我 们 到 
此 为 止 了 . AA к > 4 时 , 对 任意 的 £ > 2 都 不 会 有 解 , 这 一 结果 
是 由 Erdós 巧妙 地 证 明 的 . 


定理 . 方程 (") = mt 没有 满足 4 之 2 及 4<k<n-4 的 整数 
解 . 


», ў 
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(9) = 140? 是 当 = 3, £ = 2 时 唯 
E 


数论 


加 证明， 首先 注意 由 (2) = („"„), 我们 不 妨 假设 n > 2k. 假设 定理 
不 成 立 , 令 (2) = тё, 我 们 的 证 明 分 四 步 导 出 矛盾 . 

(1) 由 Sylvester 定 理 , (7) 有 大 于 大 的 素 因子 PTE p 整除 n(n 一 
1)…(n 一 上 十 1). 显然 , 仅 有 一 个 n 一 i 是 p 的 倍数 (由 p> 及 ,所 以 
有 | (n — i), HEMT 


«>» > BF >. 


(2) 任 取 分 子 的 一 项 n — j 并 将 其 写成 形 如 n — j = ауте, 其 
中 a; 不 被 任何 非 平凡 的 £- FERRE. 由 (DD 可知 , a; 仅 有 不 超过 大 的 
KAT. 下 面 我 们 证 明 对 i £ j 总 有 а; 关 aj. 假设 不 然 , 存在 i < j 
满足 a; = aj, WA mi mj 十 1 以 及 
k > (n-i)—(n—j) = aj(mî — mj) 2 aj((m; + 1)! — m£) 
> аут > lajmi)? 2 tn— k-- 1)? 
> (+1)! > n, 


与 (1) "PH п > К? HF FÊ. 
(3) 下 面 我 们 证 明 这 些 a; 是 1,2,--- ,上 的 一 个 重 排 (根据 Erdós, 
这 是 整个 证 明 的 关键 ). 既然 已 知 它们 各 自 不 同 , 只 需 证 明 


ада · · - axi] ki. 
KE n — j = аут RATE (7) = m, 得 到 
a90i---ay-i(mom; mk) = Ет. 


两 边 将 mo - mr- Al m 的 公 因 子 约 去 , 我 们 得 到 


aoal apaau = kh, 


其 中 ged(u,v) = 1. 下 面 只 需 证 明 v = 1. 假设 不 然 , 令 р H v 的 某 
个 素 因 子 . 由 于 gcd(u,v) = 1, 素数 р 一 定 是 ада: a, i HRA 
子 , 所 以 由 (D 它 一 定 小 于 或 等 于 上 . 由 Legendre EFE (8,58 2#), k! 
包含 p 作 为 因子 的 重 数 是 У.А |. 现在 我 们 估计 一 下 p 在 n(n — 
1) … (n—k4-1) 里 作为 因子 的 重 数 . 设 i 为 正 整 数 ,bh < bo <... <b, 
是 n,n 一 1,…,n 一 kk 十 1 里 面 pi 的 倍数 . 这 时 bs = b; + (s — 1)р*, 
我 们 得 到 


(s—1)p' = b-b < n—(n—k+1) = RE1, 
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进而 
gre [5| + « HES 


所 以 n,… n—k-1 中 p 的 倍数 的 个 数 以 及 ao, ал, +, ак-1 Ф pt 


的 倍数 的 个 数 有 上 界 | 去 | + 1. 用 在 第 2 章 中 的 Legendre 定理 所 用 
的 论证 可 以 得 出 ao01… ar- PAF р 的 次 数 至 多 是 


"(EDI 


唯一 的 差别 是 这 里 求 和 停止 在 ;= £— 1, 这 是 因为 aj PRA UF. 
综合 以 上 的 考虑 ,p 在 v! 中 的 重 数 至 多 是 


S (8)-2-x3] < e 


这 就 导出 了 我 们 想 要 的 了 矛盾. 
现在 已 经 可 以 解决 4= 2 的 情形 了 . 事实 上 , 由 上 大 > 4, 某 个 ai 
就 等 于 4. 这 与 各 个 а, 都 不 含 平方 因子 相 矛 盾 . 所 以 下 面 我 们 就 假 
We>3. 
(4) HF k > 4, 一 定 存在 3 个 指标 iiiz, i3 满足 а, = 1,0, = 
2, a, =4. KÊZ, 
n— ii = mf, n — iz = 2m5, n — i3 = 4m. 
我 们 断言 : (n — i2)? 3 (n — in) (п — із). BABAK, BRATS b =n — iz, 
n—i =b- r fln -iz =b+y, ЖФ 0 < |т|,|у| < k. BBA 
?=(Ь—т)(Ь+у) 或 (у -2)b= zy, 
显然 zx = vy 是 不 可 能 成 立 的 . 然后 由 第 (1) 步 就 有 
lzyl = bly—z| > > n-k > (k-1? > |zyl. 
这 是 不 可 能 的 . 
现在 有 m3 A mima. 不 妨 设 m3 > mima (否则 证 明 类 似 ), 继续 
最 后 的 推导 . 我 们 得 到 
2(k- ijn > n?—(n—k+1)? 
> (п-– 1)? – (п – i1)(n — із) 
= 4[m? — (mima)'] 
A[(mima + 1) — (тата)? 


z 
> Ami mi. 


到 此 为 止 的 分 析 适 用 于 (6°) = 140°, 
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H£23Hn»k > k* > 6k, 我 们 可 以 进一步 得 到 


2(k—1)nmima > A4£mim$ = f£(n-—iü)(n- із) 
> &n-k+1)? > 3(n- 3)? 
> 2n? 


此 时 因为 m: < n° < n? 我 们 就 最 终 得 到 了 
kn?!” > kmims > (k—1)mims > m, 


从 而 k? > n. 这 与 (1) 的 结论 相 矛 盾 . 这 个 矛盾 说 明 最 初 的 假设 不 
成 立 , 证 毕 . 口 
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表 自 然 数 为 平方 和 


哪些 自然 数 可 以 写 为 两 个 平方 数 之 和 ? 


此 问题 与 数论 本 身 一 样 古老 , 它 的 解决 是 本 领域 中 的 经 典 .“ 困 
ME” 的 部 分 在 于 解决 形 如 Am + 1 的 素数 可 表 为 平方 和 . С. Н. Hardy 
写 道 , Fermat 的 平方 和 定理 “非常 公正 地 说 , 可 列 为 数论 中 最 好 的 结 
果 之 一 ”虽然 如 此 , 下 面 的 天 书证 明 是 相当 新 的 . 


让 我 们 先 “ 预 热 " 一 下 . 首先 , 我们 将 要 把 素数 p = 2, Ul p = 
Ат + 1 ВУЖ, 以 及 形 如 p= 4m 十 3 的 素数 区 分 开 . 每 个 素数 恰 属 
于 这 三 类 之 一 . 此 时 注意 到 (用 “ 欧 刀 里 得 式 ”的 方法 ) 存在 无 穷 多 
个 形 如 4m 十 3 的 素数 . 实际 上 , 假如 仅 有 有 限 多 个 , 则 可 以 取 这 种 
形式 的 最 大 素数 pr. E 


№. := 2?.3.5.-.p,—1 


GEP ру = 2, po = 3, ра = 5, - 表示 所 有 不 同 素数 ), WA Ny 同 余 
F 3 (mod 4), 所 以 其 必 有 素 因 子 4m + 3, 而 这 个 素 因 子 比 zx Ж. F 
i. 本 章 之 末 我 们 还 将 证 明 , Р р = am 十 1 的 素数 也 有 无 穷 多 个 . 

第 一 条 引 理 是 著名 的 “ 互 反 律 " 的 一 个 特例 : 它 刻 画 了 那些 使 — 1 
在 Z 中 是 某 个 元 素 的 平方 的 那些 素数 p ( 引 理 证 明 的 后 面 框 内 有 相 
关 的 回顾 ). 


引 理 1. 方程 s? = –1 (modp) 对 素数 p = am 十 1 有 两 个 解 s € 
{1,2,…,p 一 1}; 对 p= 二 2 有 一 个 解 ; 对 形 如 p= Am 十 3 的 素数 无 解 . 


Ш iE. "p—21 s = 1.4 ATE р, RITEN {1,2,---,p—1} 
上 的 如 下 等 价 关 系 : 每 个 元 素 的 等 价 类 由 它 在 Z nimiae 
法 逆 生 成 . 这 样 “一 般 的 ” 等 价 类 包含 四 个 元 素 


(z, -z,z,—z). 


以 上 的 4 元 集 包 含 它 的 每 个 元 素 的 两 种 逆 . 然而 , 还 有 更 小 的 等 价 
Ж. 我 们 注意 到 如 果 所 列 四 个 元 素 并 非 互 异 , 这 种 情况 就 会 发 生 . 
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e XA p, z = -r 不 可 能 发 生 . 

ec =F SF r = 1. 这 有 两 个 解 :z=1 与 z =p 一 1, 对 应 等 价 
类 是 {Lp — 1). 

er = т SF r? = -1. 这 个 方程 或 者 无 解 , 或 者 仅 有 两 个 
Ж zo, p — zo: 这 种 情况 下 的 等 价 类 是 {x0,p — zo}. 


Mp TERRENOS 集合 {1,2,.… ,p_1} 有 p-1 个 元 素 .将 它 分 成 四 元 组 (大 小 为 4 的 等 
(1,10), {2, 9, 6, 5}, (3,8,4, 7); 价 类 ) A 1 3 2 ZE (大 小 为 2 О). 4 p—1 = ата 2, 4K 
pt ee лася 能 有 一 个 二 元 组 (1, p- 1}, 其 他 的 均 为 四 元 组 , 因而 2 三 —1 (mod p) 
{1, 12}, {2, 11, 7, 6}, {3, 10, 9, 4}, 无 解 . 当 p — 1 = Am 时 则 必 有 另 一 个 二 元 组 , 这 就 是 s? = -1 的 两 


s? = —1 mod 13 的 两 个 解 . 
现在 , 让 我 们 "忙中 偷 闲 ”看 一 下 如 下 结论 : 对 所 有 素数 p, 方程 


т? + y? = —1(modp) 


总 有 解 . 事实 上 , 2, 中 有 |B) + 1 个 形 如 zz EREK, |8| + 1 个 
ЖШ —(1-- y?) 的 互 异 元 素 . AW Zp NA p 个 元 素 , 所 以 一 定 存在 zx 
DET 满足 

z? = —(14- y?) (mod p). 


жш 


当 ? 为 一 个 素数 , 集合 Zp = {0,1,---,р—1} E “BE p” f 
加 法 和 乘法 构成 一 个 有 限 域 . 我 们 将 需要 以 下 简单 性 质 : 
e 对 ze Zp x F 0, MMW (FEW =a) H p-a € {1,2,… ,p—1} 
给 出 .车 p > 2, 那 么 z 和 一 + 是 名 ,中 互 异 的 元 素 . 
e f zc Z,\{0} МЕЕ тє Z, (0), 使 得 тт = 
1 (mod p). 


素数 的 特性 保证 了 Zp 一 Zp,z az RÎ a + 0 TERR. BA 
在 有 限 集合 Z, {0} 这 个 映射 也 是 满 的 , 从 而 每 个 = 有 唯一 
ШЙ т A 0 ff тт = 1 (оар). É 
? 对 h- [8], 2, 中 的 平方 数 0°, P 2. Ss hn? 两 两 互 异 . 
这 是 因为 zz 三 好 将 导致 x 三 y 或 zx 三 -人 这 1 十 [ 引 个 元 
Zs 中 的 加 法 和 乘法 3 0212, 称 为 Z 中 的 平方 . 


引 理 2. 形 如 二 4m 十 3 的 自然 数 不 能 表 为 两 个 平方 之 和 . 


第 4 章 表 自然 数 为 平方 和 21 


图 证 明 . 偶数 的 平方 总 有 (2k)? = 4k? 三 0 (mod4), 奇数 的 平方 则 
有 (2k +1)? = 4(К? +k) +1 = 1 (mod 4). 因此 , 两 个 平方 数 之 和 模 4 29% 
只 能 同 余 于 0,1 或 2. 口 
这 已 足以 表明 形 如 p = Am + З 的 素数 是 "2609". 那么 , 我 们 继 
续 来 讨论 形 如 p = 4m + 1 的 素数 的 “好 ”性 质 . 在 导出 主要 定理 的 
过 程 中 , 下 面 是 关键 的 一 步 . 
命题 . 每 个 形 如 p = Am + 1 的 素数 都 是 两 个 平方 数 之 和 . 亦 即 存 
在 zy € N 1k p = a? vy RA. 
我 们 介绍 这 一 结果 的 两 个 证 明 , 它们 同样 地 优美 动人 . 第 一 个 
证 明 巧妙 地 利用 了 “ 铝 笼 原理 ”( 在 引 理 2 之 前 我 们 已 经 “忙中 偷 
PA” 地 用 过 一 次 了 . 关于 铝 笼 原理 详 见 第 22 章 ), 此 外 还 聪明 地 运用 
T “BE p" 而 又 再 回来 的 论证 . 这 个 思想 归功 于 挪威 数论 学 家 Axel 
Thue. 


ШЕВ. 考虑 满足 0 < zy < V5 的 整数 对 (x,y), RAZ, г", у € 
(0,1,---,Lyp])- 共有 (Lyp] + 1)? 个 这 样 的 对 . 由 于 |2] +1 > 2, 
4 т = Jp, 可知 这 样 的 整数 对 比 p 多 . 所 以 对 任意 s € 2, 由 所 有 的 
对 (a, у) 计算 出 的 值 zx — ву 在 模 p 的 意义 下 不 可 能 两 两 互 异 . 换 。 当 P is 有 | | = з, 我 们 考 
Ad, 对 每 个 s 必 有 两 个 不 同 的 对 察 zy € (0, 1, 2, 3}. Xs = 5, 
z' 一 sy’ (mod 13) 顺 次 取 下 表 中 的 值 : 


(z', y), (z", y") € (0,1,--- Lp]? ; 
: 254012 8 


满足 
x’ 8у = x” — sy" (modp). 


取 其 差 , 我们 得 到 z' — т” = s(y' — y") (modp). 定义 


z= ا‎ oy vl 
我 们 可 以 得 到 
(x,y) € {0,1, ,[/pJ? H 2 =+sy(modp). 


又 因为 (a, y!) 和 (z", y") 是 不 同 的 整数 对 , 所 以 z 与 y 不 可 能 都 
为 0. 

在 引 理 1 的 保证 下 我 们 取 s 为 s? = —1(modp) 的 一 个 解 , 则 
A x? = s*y? = و‎ (mod p), 从 而 得 到 


(zy)E<22 满足 Oca? y! «2p 和 т?+ y? = 0 (modp). 
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由 于 是 0 与 2p 之 间 唯 一 被 ?整除 的 数 . 所 以 2? + y? = р. ПЕЊЕ! п 

我 们 的 第 二 个 证 明显 然 也 是 天 书证 明 , 是 1971 年 由 RogerHeath- 
Brown 发 现 的 , 到 1984 年 才 为 世人 所 知 . (Don Zagier 又 给 出 了 一 个 
浓缩 版 的 “一 行 证 明 ”.) 这 也 是 一 个 初等 证 明 , 我 们 甚至 不 需要 用 到 
引 理 1. 

Heath-Brown 的 论证 依赖 三 个 线性 对 合 : 第 一 个 相当 显然 , 第 二 
个 不 易 发 现 ,第 三 个 是 平凡 的 但 给 出 “最 后 一 击 ”. 想象 不 到 的 是 ,第 
二 个 对 合 对 应 着 方程 4zy + 2? = p 的 整数 解 集 的 某 种 暗藏 结构 . 


WP 证明， 研究 集合 
S := {(2,у,2)є 23 :4ту+2? =р, т>0, y»0) 


这 是 个 有 限 集 . dX: br2i58y2i1XHyctErct Me 
Al у 都 只 有 有 限 多 个 可 能 的 取 值 , 而 一 旦 给 定 т Aly, 2 至 多 有 两 种 
取 值 . 

1. 第 一 个 线性 对 合 定 义 如 下 


了 :5 一 9， (2,0,2) — (y, z, —z). 


也 就 是 说 ,“ 互 换 z Al y, FHE z 变 成 负 的 ”. 这 显然 是 从 5 到 自身 的 
映射 , 还 是 对 合 : 应 用 两 次 , 结果 是 单位 映射 . 并 且 f 没有 不 动 点 , 这 
是 因为 > = 0 将 使 得 p = Ату 导致 矛盾 . 此 外 , 把 


T = {Wh ENS>0} 


中 的 解 恰好 映 到 SVP 中 的 解 , 即 满足 2 < 0 的 解 . 最 后 , f 同时 改变 
T s- y 和 zz 的 符号 ,所 以 它 把 


U := {(т,у,г)є8:(т—у)+>0} 


中 的 解 恰好 映 到 svu 中 的 解 ， 关于 这 一 点 我 们 需要 确认 没有 满 
E (z у) +2 = 0 的 解 , 好 在 假如 有 解 的 话 将 有 p = 4zy 十 22 = 
any + (т у)? = (т + у)?. 

我 们 从 研究 f 的 过 程 中 得 到 了 什么 ? 主要 的 观察 是 既然 f HET 
Al U 分 别 映 到 它们 的 补 , 它 也 使 TNU 和 UNT 中 的 元 素 相 互 交换 . 

Ad, TE U 中 但 不 在 人 中 的 元 素 与 在 Т 中 却 不 在 U 中 的 元 素 一 

FEL, пу T fo ОЖЖ. 

2. 第 二 个 是 集合 UU 上 的 一 个 对 合 : 


PAE 表 自 然 数 为 平方 和 
GUH Uy. (z,y,2) — (2—5 + AE) 


首先 检验 这 个 映射 定义 的 合理 性 : & (x,y,z) € U, WA хт—у+ > 
0,y > 0 В 4(z — y + z)y + (2y — г)? = Ату + 22, Ж g(x,y, 2) € S. 
H (=2-у+ 2) – у + (2y – z) = 2 > 0 EMKA o(z,y,z) € U. 
另外 , а 是 一 个 对 合 : g(z,y,z) = (т у + zy 2y — z) Bg WH 
8J ((z — у + 2) - у + (2y — 2), у, 2y — (2y — 2)) = (2,0, 2). 
最 后 , g RA 1 个 不 动 点 : 显然 


(2,0,2) = g(z,y,z) = (т—у+,у,2у— z) 


TE y = z 时 成 立 . 但 此 时 p= 4ту-+ y? = (Ar + y)y BR y = 1 = 2 
及 z= E 

容易 看 出 , 当 g 是 UU 上 的 一 个 对 合 且 恰 有 1 个 不 动 点 , 则 UV 的 
基数 必 为 奇数 . 

з. ЖЕТ, RE T Ент уу: 


h:T—+T, (z,y,z) — (0,2,2). 


这 个 映射 显然 是 合理 定义 的 ; 且 是 一 个 对 合 . 我 们 把 关于 前 两 个 对 
合 的 信息 综合 起 来 : T 的 基数 等 于 U, 是 个 奇数 . 然而 , 如 果 А 是 奇 
基数 有 限 集 上 的 一 个 对 合 , 那 它 一 定 有 不 动 点 . 综 上 所 述 , 存在 一 个 
点 (z,y,z) ET 满足 z=y. 它 就 是 


р = 4x? + 2? = (22)? + 22 


的 解 . 口 
注意 , 这 个 证 明 还 告诉 我 们 , 形 如 p = ат + 1 的 素数 p 可 以 表 

为 p= x? + (2y)? 的 个 数 是 奇 的 . (这 种 表示 其 实 是 唯一 的 , 见 [3].) 另 

外 这 两 个 证 明 都 不 是 有 效 的 : 当 p 是 一 个 十 多 位 的 素数 时 就 很 难 找 

出 z 和 yy 了 ! 关 于 有 效 地 表 素数 为 两 个 平方 和 的 方法 参见 [1] 和 [7]. 
下 面 的 定理 完全 回答 了 本 章 开始 时 所 提出 的 问题 . 

定理 . 自然 数 n 可 表示 为 两 个 平方 和 的 形式 当 且 仅 当 п 的 每 个 形 

Ж p — 4m 十 3 的 素 因 子 的 重 数 都 是 偶数 ， 


WP 证 明 .。 为 方便 起 见 , 我 们 称 n 为 可 表 的 , 如 果 存 在 ry € No 使 

得 n= 十 :这 个 定理 是 以 下 五 个 结果 的 推论 . 

(1) 1= 17 +0? Ж 2 = 12 +12 AA RH. 每 个 形 如 p= ат 4-1 83€ 
数 是 可 表 的 . 


在 基数 为 奇 的 有 限 集 上 , 每 个 对 合 至 
少 有 一 个 不 动 点 . 


数论 


(2) PASAY eA ny = 2? + y? 5 то = 3 十 饭 的 乘积 是 可 表 的 : 
nina = (2122 + 01002)? + (2102 — z29i)*. ' 

(3) # n FEM ZEN, п = 22 + y?, W nz? 也 可 表 : пг? = (х2)? + (yz). 
结果 (1), (2) 与 (3) 放 在 一 起 就 证 明了 充分 性 部 分 . 

(4) BHR p = Am 十 3 整除 可 表 的 整数 n= 2? + y?, 则 p 既 整除 x 
也 整除 y, 从 而 р? ҖЕ n. 事实 上 ,车 有 zz 关 0 (mod p), 则 可 以 找 
到 到 满足 тт = 1 (modp). 在 方程 22 十 三 0 两 端 同 乘 以 式 , 我 
们 得 到 


1 + y^z? = 1+ (zy)? =0(modp), 


由 引 理 1, 对 p= 4m 十 3 这 不 可 能 . 
(5) Fn TIR, Н р = Am +3 Ж n, Шр? WHR n, — 
Ж. 这 由 (4) 即 得 . 定理 证 毕 . 
作为 推论 , 我 们 得 到 有 无 穷 多 个 形 如 p= Am + 1 的 素数 . "i 
考虑 同 余 于 1 (mod 4) 的 数 


Мь'= (3*5. 7- > pg)? 427 


它 所 有 的 素 因子 都 大 于 px, 又 由 前 面 证 明 中 的 事实 (4) 可 知 它 没有 
ЖШ am + 3 的 素 因 子 . 所 以 Me 有形 如 Am 十 工 的 素 因 子 , BH рь 
Ж; 


我 们 以 两 则 评论 结束 本 章 : 


。 若 a 和 b 是 互 素 的 两 个 自然 数 , 则 存在 无 穷 多 个 形 如 am+b (m € 
N) 的 素数 一 一 这 是 Dirichlet 的 一 个 著名 ( 且 困 难 的 ) 定理 . 更 准确 
地 说 , 可 以 证 明 当 z 足够 大 时 , JE p = am +b Н р < х 
素数 的 个 数 可 相当 精确 地 由 函数 pap ees 所 描述 ,这 里 p(a) 表示 
满足 1 <b <a REB a HA bt. (这 是 对 我 们 在 第 2 章 中 
提 到 过 的 素数 定理 的 一 个 显著 改进 .) 

e 这 说 明 当 a 固定 , 由 不 同 的 5b 产生 的 素数 出 现 的 几率 本 质 直 是 相 
等 的 . 然而 , 比如 当 a = 4 时 可 以 观察 到 一 个 相当 微小 但 仍然 是 
显著 的 持续 的 趋势 一 一 “更 多 " 素数 形 如 am + З, 也 即 随机 取 一 
个 大 的 т, 那么 更 可 能 是 满足 p< 2 BEAN p = 4m + 3 的 素数 比 
TEM p = Am + 1 的 素数 多 . 这 个 现象 被 称 作 “Chebyshev 偏差 ”; 
JL Riesel [4] 及 Rubinstein 与 Sarnak [5]. 


第 4 章 表 自 然 数 为 平方 和 %, 
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有 限 除 环 即 为 域 


环 是 近世 代数 中 的 重要 结构 . Ф А Е МЈ 1, 且 每 个 
非 零 元 有 乘法 逆 , 称 R HRA. 所以, R 比 域 缺少 的 就 是 乘法 的 交换 
性 . 关于 非 交 换 除 环 最 好 的 例子 是 Hamilton 发 现 的 四 元 数 环 . 但 如 
本 章 题目 所 揭示 的 , 那样 的 除 环 必定 是 无 限 的 . 如 果 RAR, WAR 
将 迫使 乘法 为 可 交换 的 . 

这 个 如 今 已 成 为 经 典 的 结果 曾经 令 众多 数学 家 神往 ， 正 如 
Herstein 写 下 的 :“ 它 把 某 个 代数 系统 里 的 元 素数 目 与 那 系统 的 乘法 
这 两 个 看 似 毫 不 相干 的 事物 联系 起 来 , 真是 太 出 人 意料 了 ” 


| 定理 . 每 个 有 限 除 环 RAT X dA 5. 


这 个 通常 归功 于 MacLagan Wedderburn 的 美丽 定理 已 经 被 许多 
人 用 各 种 各 样 的 思想 证 明 过 了 . Wedderburn 本 人 即 在 1905 年 给 出 
了 三 个 证 明 , 同年 , Leonard E. Dickson 也 发 现 了 一 个 证 明 . 后 来 , Emil 
Artin, Hans Zassenhaus, Nicolas Bourbaki 以 及 其 他 很 多 人 也 给 出 了 证 
明 . 有 一 个 证 明 由 于 简洁 优美 脱颖而出 . 这 是 1931 年 由 Ernst Witt 发 
PLAY. 该 证 明 把 两 个 初等 思想 综合 在 一 起 取得 辉煌 成 功 . 


ш 证 明 . 我 们 的 第 一 件 配料 是 把 线性 代数 和 基础 群 论 拌 在 一 起 . 
对 任意 的 元 素 s € R, 9 С, 表示 与 з 可 交换 的 元 素 的 集合 {x € 
R : zs = вт}; C, Ж s 的 中 心 化 子 : 显然 , С, tu 0M 1,2 R 
的 子 除 环 . 中 心 7 则 是 R 中 与 所 有 元 素 交 换 的 元 素 的 集合 , 也 就 
是 Z= 门 ,en Cs 特别 地 ,了 是 可 交换 的 且 0 与 1 在 2 中 , 故 2 是 个 
有 限 域 . 我 们 假定 |2| = а. 

将 RAC. 分 别 看 作 域 2 上 的 向 量 空间 . 令 n 为 向 量 空 间 忆 的 
维 数 , 可 以 导出 R| = q^. 类 似 地 , 对 某 个 合适 的 整数 n。 > 1, RI] 
有 |C.| = q"*. 

现在 假设 R PER. 这 意味 着 存在 某 个 se R, 其 中 心 化 子 C, 
不 是 全 部 的 R, 或 者 说 m。< n. 


Ernst Witt 
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在 集合 R* := R\{0} 上 考虑 关系 
rero x= r'=r "rr ЖА Є К". 
易 见 ~ 是 一 个 等 价 关系 . 令 
A, = [z^lsr:z € R*) 
表示 含有 s 的 等 价 类 . 我 们 注意 到 |4。| = 1 当 且 仅 当 s 在 中 心 2 中 . 
所 以 根据 我 们 的 假设 , 存在 满足 |A| > 2 的 As 固定 s e А", 考察 
A В" 到 A, 的 满 射 fs : tts rsr. XÎ x,y € В" RIA 
BHR yT ay <> (yr !)s-— s(yr 2) 

= yr!'!ceC; €» yeCiz. 

ЕФ C; := C,\{0}, Н Cra = {22:2 € Ct} 的 大 小 是 |C*|. 故 每 


个 z-1sz 在 映射 f, 下 恰好 是 R* 中 |С = q"* — 1 个 元 素 的 像 , 从 
而 |R*| = |А, [С |. 特别 地 , 注意 

Ш], ie E , 

1С] = q" EAE = |Ag| 对 所 有 的 s 都 是 整数 . 


我 们 知道 等 价 类 是 对 R* 的 分 拆 . 把 z* 里 的 元 素 合 在 一 起 , 用 Ay, 
. A 代表 那些 含有 多 于 1 个 元 素 的 等 价 类 . 由 我 们 的 假设 可 知 t > 
1. 因为 |R"| = |Z*| + Ei LA]. 我 们 就 证 明了 所 谓 的 类 数 公式 


S. —1 
q'—1 = cep Eat CM (1) 


其 中 对 所 有 的 大 都 有 1 < 3. EN, 

KC) 我 们 就 离开 抽象 代数 回 到 自然 数 中 .下 面 断言 (gh 一 
1)| (q" — 1) 表明 n, |n. FRE, Wn = an, +r, HHO < r < n, 
WW (ата — 1) | (а — 1) 说明 


(qn — 1) (qo — 1) + (grs = 1)) = (qme = 2), 


ЖИЙЕН qn» 55 д" —1 8 XE, ME] RT Н (а"* —1) | (gle me — 1). 
继续 下 去 直到 (g — 1)| (47 — 1). 然而 当 0 <r < n, 时 唯一 可 能 的 
情形 就 是 + = 0, ZRB n, | n. 总 结 一 下 , 我 们 得 到 


nk|n ЯЙ ИК. (2) 


第 5 章 有 限 除 环 即 为 域 


现在 第 二 件 配料 来 了 : 复数 域 C. 考察 多 项 式 2” —1, EXEC IP 
的 根 称 为 n- 次 单位 根 . 由 А" = 1, 所 有 的 根 和 满足 |A| = 1. 所 以 它 
们 都 在 复 平面 的 单位 圆周 上 . 事实 上 , 它们 正 是 复数 A, = ex = 
cos(2kr/n) + isin(2km/n), 0 < k < n = 1 (参见 框 格 ): 有 的 根 入 对 某 
Md < n JÊ M = 1 例如 入 = —1 WRAL X? = 1. SHR A, а HE 
得 АФ = 1 成立 的 最 小 正 整 数 . 换言之 , а BI 和 在 单位 根 群 中 的 阶 . BB 
么 由 Lagrange 定理 , d|n (“每 个 元 素 的 阶 整除 群 的 阶 ”， nas 1 章 中 
的 边栏 ) 注意 到 阶 为 n 的 根 总 是 存在 的 ， 比方 说 Мм eS. 


现在 我 们 把 a 次 单位 根 放 在 一 起 ， 且 定 义 
lz) = [[ (-». 
和 是 4 次 的 


这 样 oala) 的 定义 与 n EX. 因为 每 个 根 都 有 某 个 阶 а, 可 见 
а"—1 = 66). (3) 


din 


关键 的 观察 是 : 多 项 式 >, (x) ана ороо ор п, 
有 n(x) € Ziz), 此 外 它 的 常数 项 是 1 或 一 1. 


4n = 6 时 的 单位 根 
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ш 
( X q 
la — д> |a — 1 
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证 我 们 仔细 验证 一 下 以 上 的 断言 . 4 n = 1 时 只 有 1 这 一 个 根 ， 
因此 加 (z) = т — 1. 用 归纳 法 : 假设 对 所 有 的 4 < п GAA palt) € 
Zz] 并 且 palz) 的 常数 项 是 1 或 —1. 由 (3) 我 们 得 到 


2% —1 = ptz) 各 (z) (4) 


HP p(z) = У; рут?, ф„ (2) X asst, Н po = 1 ро = —1. 
j=0 k=0 


由 —1 = poao, 我 们 容易 得 出 ao € (1, 一 1}. 假设 已 有 ао, a1,---, 
axi Є Z. 通过 计算 (4) 的 两 端 zk 项 的 系数 , 我 们 得 到 


k k 
》 万 ak = Y Piak-i +роак € Z. 
j=0 j=l 


由 归纳 假设 , 所 有 的 ao,… axi (以 及 所 有 的 ру) ХЕ Z ETI. 所 以 
再 由 po 是 1 或 -1 就 得 到 了 ar 必 为 整数 . 
我 们 已 为 最 后 一 击 做 好 准备 了 . 取 (1) 式 中 的 某 个 数 nx | n, 则 


a" -1 = б) = (@™—1)én(z) J] 9. 
d\n d | n, ding, dfn 


从 而 在 Z 中 有 整除 关系 


én(a) \(a"—-1) X dala) | —. (5) 


因为 (5) 对 所 有 的 天 都 成 立 , 从 类 数 公式 (1) 我 们 得 到 
$n(q) | (a = 1). 


这 不 可 能 成 立 . 为 什么 呢 ? 我 们 知道 加 (z) = TI(z — А), 其 中 入 取 
遍 z" 一 1 的 所 有 nn 次 根 . 令 入 =a+t 记 为 这 样 的 一 个 根 .由 n>1( 假 
i RA Z) BAVA А A 1, 这 表明 实 部 a 比 1 小 .再 由 | 和? = a? +0? = 
1 我 们 得 到 


la—AP = 一 一动 = (q-a)? +0 
= ф – а4+а? +52 = ф – 2а4 +1 
> q'-2q«1 (Ња <1) 

(а – 1). 


ЖШ la — À| > q 1 Ж п VAR. 从 而 


5% 有 限 除 环 即 为 域 31 
lón(q)] = II«-^ > 4 一 1 %, 


意味 着 onla) 不 可 能 是 q — 1 的 因子 ,矛盾 ,证 毕 . a 
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一 些 无 理 数 


“т Ж ЖЖ” 


当 亚 里 士 多 德 断 言 圆 的 直径 和 周 长 不 可 公 度 的 时 候 就 已 提出 

了 这 个 猜想 . 这 个 基本 结论 的 第 一 个 证 明 是 由 Johann Heinrich Lam- 
bert 于 1766 年 给 出 的 . 我 们 的 证 明 属于 Ivan Niven (1947 4E): 一 个 
只 和 需 用 到 初等 微 积分 且 极 其 优美 的 一 页 纸 证 明 ， 它 富有 思想 , TE 
如 Iwamoto 和 Koksma 分 别 指出 的 那样 , 还 可 从 中 得 到 更 多 的 东西 . 
例如 

er 是 无 理 数 ; 

e 对 任意 的 有 理 数 #0, er 是 无 理 数 . 
当然 , Niven 的 方法 的 确 另 有 根源 和 先驱 : 它 可 以 追溯 到 1873 年 Char- 
les Hermite 的 经 典 文章 , 在 那里 首先 证 实 了 e 是 超越 数 , 亦 即 e 不 是 
任何 有 理 系 数 多 项 式 的 根 . 


在 处 理 x 之 前 我 们 先 看 看 MEME, 证 明 它们 是 无 理 数 . 这 
还 要 早 得 多 , 让 我 们 根据 这 些 结果 发 展 的 历史 顺序 来 介绍 . 

作为 开头 , 很 容易 看 出 ( 像 Fourier 在 1815 年 那样 )e = Уо à 
是 无 理 数 . 事实 上 , 若 存在 整数 “与 > 0 使 得 e = 2, WA 

nibe = nia 
对 每 个 n > 0 都 成 立 . 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 一 方面 在 等 号 的 右 方 
的 确 是 一 个 整数 , 另 一 方面 依据 
_ Е Р. 1 1 1 1 

e= оса) 
等 号 左 方 可 分 解 为 一 个 整数 部 分 


ini(1+ e ++ +5) 


和 另 一 部 分 


( — uU + e) 
n+1 (п+1)(%+2) (n+1)(n+2)(n+3) , 


Charles Hermite 


ro 1 
e = +++ + 
=  2.718281828... 
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Q= bt a Ave А 


X q> 1 时 显然 有 
4Q =1+ TE ae #=1+0, 


SUR LYRRATIONNALITE DU NOMBRE 
е== 2,718...5 
Pun 3. LIOUVILLE. 


On prouve dans les que le nombre e, hase des 
nie рае cence pe) рь. 
Ee ined в ы 
vite eee = с, a Mant un entier positif et b, <, 
coer pets ou ique En lt RR UU dus este 
م‎ € et } ou er par leurs développements déduits de celui do e*, 
pole qu'on ой len doni miliens get. 3.3... m, on trouvera. 
С 


(н) +) А 
м étant un entier. On peut toujours faire en sorte que le facteur 
D 


圭一 一 


TF 
жон positif; il suffira de supposer т. ا‎ ks рата 


2 e e cur trés grand, I 
"écrire conduira des jors à une ds chests cer: 0h eod ч 
essentiellement 


membre 
rite лор деме ial tl өтт, 


t ве pourra pas ètre égal û un entier м. Donc, etc. 


Liouville 的 文章 


第 二 部 分 大 约 是 2, 所 以 当 n 很 大 时 就 不 会 是 整数 . 其 实 它 比 条 
K, Л, 这 可 以 通过 与 一 个 几何 级 数 作 比 较 看 出 来 : 
1 1 1 1 
n+l ntii (n41(n«2) (ъ®-+1(й+2)(®-®З) ^ 
1 1 1 
Satit aH 


3Uf dui pfi Л 2 1) Е п! SETS EMIEDSEUE е2 是 无 理 数 
ERE. 这 是 个 更 强 的 命题 : V2 就 是 一 个 例子 , 其 本 身 是 无 理 数 , 平 
方 之 后 却 不 是 . 

然而 , 从 John Cosgrave 那里 我 们 学 到 , 利用 两 个 漂亮 的 思想 / 观 
Ж (不 妨 称 为 “技巧 ") 还 是 可 以 迈进 两 步 : 每 个 技巧 都 足以 证 明 e? 
是 无 理 数 , 综合 在 一 起 还 可 以 解决 et. 第 一 个 技巧 是 在 J. Liouville 
于 1840 年 发表 的 一 篇 仅 有 一 页 纸 的 文章 里 发 现 的 一 一 第 二 个 则 包 
含 在 一 个 两 页 的 “附录 ”里 , 那 是 Liouville 发 表 在 接 下 去 的 两 张 纸 上 
的 . 


为 什么 е? 是 无 理 数 ? 我 们 可 以 从 e? = 2 中 推导 出 什么 ? 根 
据 Liouville 我 们 应 该 这 样 写 


1 
MD Tw 


be = ae^!, 
作 蔡 换 
tomi de dot ТҮ ЧРИ 
т AU OG Be 195 
及 
eget аы Мы. ll al: 
1 2 6 24 120 и 


然后 对 足够 大 的 偶数 n 在 两 边 同 乘 nl. 接着 就 看 到 nlbe 几乎 是 个 
整数 : 
пв 5) 


276 n! 
是 整数 , 而 剩 下 的 部 分 


1 1 
ntb( D * (43) e) 
Кара b: CE +, Ж.Ш P 小 ,后 一 点 是 我 们 刚刚 计算 过 的 . 
与 此 同时 nlae“! 也 几乎 是 个 整数 : 我 们 也 是 有 一 个 大 的 整数 部 
4r, 以 及 大 约 是 (-1)n*1 8 的 另 一 部 分 


(-1)"#'nta( 1 


1 1 
(D (n2) * xx) 
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更 准确 地 说 : 对 偶数 n, 另 一 部 分 比 — 2 为 大 ,但 比 


1 1 1 а 1 
ross НАА T aa та) є 0 
Лу. 但 是 这 不 可 能 成 立 : FY n ЖАН ЖИИ ЕН, 这 表明 miae-: 比 
一 个 整数 小 那么 一 点 点 , 而 nbe 比 一 个 整数 大 一 点 点 . 因此 nlae-! = 
nlbe 是 不 可 能 的 . п 

为 证 明 et 是 无 理 数 ,我们 大 胆 假设 e^ = 是 有 理 数 , 再 写 为 


be? = ae~?. 


现在 可 以 对 比较 大 的 ”在 两 端 同 乘 n!, 然后 再 收集 非 整 数 的 部 分 
和 . 但 是 这 回 不 再 有 效 : 左 端 剩余 项 的 和 大 约 是 DZ, 而 右 端 则 
是 (-1)"+la2 一 ,两 者 都 随 着 n 的 增 大 变 得 很 大 . 

所 以 对 这 种 情形 我 们 必须 更 加 仔细 , 并 在 策略 上 加 两 个 调整 : 首 
先 不 再 取 任 意 的 比较 大 的 nn, 而 是 取 2 的 一 个 大 的 窒 次 n= 27; 其 
次 不 再 同 乘 nl, 而 是 代 之 以 „+. 另外 需要 一 个 小 小 的 引 理 , 即 Leg- 
endre 定理 的 一 个 特殊 情形 ( 见 第 2 Ж): 对 任意 的 n > 1, 整数 nl! 中 
RAF 2 的 次 数 最 多 是 n — 1 — 4 ( 且 仅 当 )n 是 2 OR, 即 形 
如 n= 2m 时 等 式 成 立 . 

引 理 不 难 验证 : n! 的 (3| 个 因子 是 偶数 , |#| 个 因子 可 被 4 Ж 
除 , 以 此 类 推 . 因此 若 2* 是 满足 2* < n 的 最 大 的 2 КОЖЕ, Ш л! 中 素 
因子 2 的 次 数 为 


HEURE PE 


且 两 个 等 号 刚好 当 n = 2* 时 成 立 . 
回 到 be? = ae-?. 我 们 观察 


并 代入 级 数 


a 
ll 
+ 
| 
+ 
1 
+ 
1 
+ 
4 
| 
ok: 


及 
2r 
e? = 1-=4+--—4... A gts 


当 7 < n 时 ,我 们 分 别 取 两 边 的 整数 项 并 做 和 即 得 到 


n! 2" n! 2 
一 与 (“lesa 


бант r! 
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“r> 0 时 分 母 ! 含 素 因 子 2 至 多 7+ 一 1 FE, mn! WAKA n —1 
Ж. ( 故 当 > > 0 时 这 些 项 都 是 偶数 .) 

又 由 于 是 偶数 (ФЕ n = 27), (1) 中 两 个 级 数 的 + 2 n+ 1988 
分 分 别 是 


2 4 8 
(+ mtn * (n+ D(n2)n43) e 


2 4 8 
MT IS (n41)m43) mt mio e) 


再 次 通过 与 几何 级 数 做 比较 , 这 两 个 级 数 当 n 足够 大 时 分 别 近似 
qo£ 5 —4а 对 很 大 的 n= 27, 这 表明 (1) 的 左 端 比 一 个 整数 大 一 
点 , 而 右 端 比 一 个 整数 小 一 点 一 一 矛盾 ! о 
所 以 我 们 得 到 ed 是 无 理 数 . 欲 证 ез, es 等 等 也 是 无 理 数 , 则 需 
要 更 多 的 工具 (也 就 是 一 点 微 积分 ) 以 及 一 个 新 的 想法 一 一 XER 
上 可 追溯 到 Charles Hermite, 其 关键 之 处 藏 在 下 面 这 个 简单 的 引 理 之 
"p. 
引 理 . FERE n> A 
z"(1-— 2)" 
n! ` 


f(z) = 


2n 
O dd f(a) 是 个 多 项 式 , 且 形 如 flz) = Усан, HAM с, 都 


是 整数 . un 
(i) 3$ 0«z«18,4 0< f(x) < Д. 
(ш) 对 所 有 的 k > 0, 微分 取 值 [09 (0) 和 £09 (1) 都 是 整数 . 


加 证明 .第 (i), Gi) 部 分 是 显然 的 . 

Xf Gi), 注意 到 由 00), 除非 n < k < 2n, k {КЕ SO YE x = 0 Ab 
的 取 值 必 为 零 . MM n < k < 2n Bt, £0) = 号 cx 确 为 整数 . 由 
于 f(x) = /(1— х), SHEA т, FATA ¢ (x) = (-1)* fF ( — z). 
所 以 £9 (1) = (-1)* f (0) 也 都 是 整数 . 


定理 1. 对 任意 的 rE@QN{0}j е” RAMA. 


W 证 明 . 我 们 只 须 证 明 对 正 整数 s, e 不 可 能 是 有 理 数 ( 若 ef 是 
有 理 数 , 则 (ef)! = e* 也 将 是 有 理 数 ) 假设 存在 整数 a,b > 0, 使 


估计 n! > e(2)^ 使 我 们 得 到 一 个 “ 足 ”得 es = 2, n BBA n! > as. 我 们 定义 


够 大 " HER n. 


F(z) := s""f(z)— a f'(z) ef (туге < + f(z), 
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其 中 f(z) 是 引 理 中 的 函数 . ВЕЧА > 2n 时 的 高 阶 导 数 £09 (2) 都 Sy, 
EF, F(x) 也 可 写 为 无 限 和 的 形式 е 


P(e) = уа) sIf a) 2и (а) F o. 
从 而 我 们 看 到 多 项 式 F(z) 满足 恒等式 
F'(r) = —s F(x) + s?"*! f(z). 
所 以 , 我们 有 
£ le" FG) = se't F(E) + eF (a) = smtiesr f(z) 
以 及 
pk: f ` ntet f(z)dz = ble” F(z))) = aF(1) — bF(0). 


由 引 理 的 Gii), F(0) 和 F(1) 都 是 整数 , 故 N 是 整数 . 不 过 , 引 理 的 Gi) 


也 给 NN 的 上 下 界 提供 了 估计 : 
o< № = f ' antet f(z)dz < ون‎ = rue <1. 
BORE N 不 可 能 是 整数 : 矛盾 . п 
既然 这 个 技巧 如 此 成 功 , 我 们 再 用 一 次 . 
定理 2. r2 是 无 理 数 . 


ш 证明. 假设 对 整数 a,5b > 0 有 т? = £. 此 处 我 们 利用 多 项 式 
F(a) = (f(s) = 29-28008) Faz) TF ), 


容易 验证 它 满足 F” (2) = —т?Е(т) + Brn nta f (2). 
从 引 理 的 (їн) 已 经 知道 F(0) 和 Е(1) 都 是 整数 . 基本 的 微分 法 7 不 是 有 理 数 , 但 它 确实 可 以 用 有 理 


则 告诉 我 们 数 进行 “好 的 近似 ", 其 中 一 些 从 二 时 
起 即 为 人 们 所 知 : 
g E (@) sin ra — rF(z)cosrz] = (F(z) + F(z)) sin mz 2 — 3.142857142857... 
= bn"? f(x) sing 35 = 3.141592920353... 
= wa" f(x)sinzz, 1985345 一 3.141592653921... 
x = 3.141592653589... 


于 是 得 到 


[ЕЕ'() sin tz — F(z) cosa]. 
F(0) + F(1), 


Ш 


1 
М:=т | a" f (x) sin ra dx 
0 
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是 个 整数 . 此 外 , N 是正 的 , 因为 它 是 一 个 正 函 数 ( 除 掉 边界 ) 的 一 
个 定 积分 . 然而 ,车 取 n 足够 大 使 得 тат < 1, 则 由 引 理 的 (п) 推 得 


1 та" 
о = N= "| a"f(r)sinzrdr < E i 1, 
0 


JJ. n 
以 下 是 我 们 最 后 一 个 有 关 无 理 数 的 结果 . 


定理 3. 对 每 个 奇 整数 n> 3, 如 下 定义 的 数 


A(n) := = arccos (x) 

是 无 理 数 . 

我 们 将 在 Hilbert 的 第 三 问题 ( 见 第 8 章 ) 里 面 需 要 这 个 结果 的 
两 种 情形 n= 3 和 n= 9. Жп = 2 Жп = 4 RTA AQ) = 1 
及 A(4) = 5, 所 以 限制 在 奇 整数 上 是 要 紧 的 . 这 些 数值 易 从 边 上 的 
图 形 推导 出 来 , 命题 “> arccos (77) 是 无 理 数 " 等 价 于 说 通过 vU 
造 的 等 边 的 多 边 形 永 远 不 会 封闭 . 

我 们 把 证 明 A(n) 仅 当 ne {1,2,4} 时 是 有 理 数 留 给 读者 作为 
练习 . 那 将 要 区 分 n = 2” 的 情形 和 不 是 2 的 寡 的 情形 . 
mins. 将 三 角 学 中 的 和 角 定 理 

cos a + cos Û = 2 cos 12 cos 2 
HF a= (ke 1)g Ml 8 = (k— 1), 我 们 得 到 
cos(k--1)p = 2005 cos kp — cos(k — 1). (2) 


对 由 cos Pn = Fe BO < gn < 7 RAIS pr = arccos (77) 和 非 
负 整 数 К, 这 将 导出 表示 
A 
cos ko, = r 
其 中 每 个 Ar 都 是 不 能 被 n 整除 的 整数 . 事实 上 , 取 ho = A; = 1, 
这 个 表示 对 大 三 0, 玉 时 成 立 . 对 大 归纳 , 利用 (2) RIIE k > 1 


时 有 

1A E 2A, — n Ak 
于 是 有 Aka = 2А, — nA a Hn 2 3 是 奇数 , Н A, Rk n EER, 
Ш ALL. 也 不 被 n 整除 . 


$63 一 些 无 理 数 39 


SS 
现在 假设 a: 
A(n) = L^ m. epa 
ida £ 9, 
是 有 理 数 (c, £ > 0 是 整数 ). 那么 lpn = kr 导致 
^ 
2 = В 
+1 = cosk 7 
从 而 î = LA, 是 整数 , 又 4 > 2, lC n Va’. 由 уте | Ae RIE 
到 | n 整除 As, FJA. oO 
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我 们 知道 无 穷 级 数 Dno + 发 散 . 事实 上 , 在 第 1 章 我 们 已 看 
到 Eper 2 也 是 发 散 的 . 

尽管 如 此 ,平方 的 倒数 之 和 收敛 (虽然 收敛 得 很 慢 , 我 们 将 看 到 )， 
而 且 收 敛 到 一 个 有 趣 的 数 . 


欧 拉 级 数 . 


这 是 1734 年 Leonhard Euler 做 出 的 一 个 经 典 、 著 名 且 重 要 的 结 
果 . 这 个 事实 的 一 个 重要 解释 是 它 导出 了 Riemann zeta 函数 的 第 一 
个 非 平凡 值 5(2) ( 见 后 面 的 附录 ). 正如 我 们 在 第 6 章 所 看 到 的 , 这 
个 数值 是 无 理 数 . 

不 仅 这 一 结果 在 数学 史上 具有 显赫 的 地 位 , 它 的 几 个 极其 优美 
聪明 的 证 明 也 拥有 自己 的 历史 . 对 它们 的 发 现 与 再 发 现 的 乐趣 被 很 
多 人 分 享 . 本 章 就 介绍 三 个 这 样 的 证 明 . 


一 证明. 第 一 个 证 明 出 现在 1956 年 William J. LeVeque 的 数论 教科 
BE, 是 一 道 练习 题 . 不 过 他 说 :“ 关 于 这 道 题 目的 来 源 我 毫 无 所 知 ， 
但 我 确信 它 不 是 我 的 原创 ” 

这 个 证 明 包含 对 重 积分 


i oi 
SEE , th 
0 


0 


的 两 个 不 同 的 估计 . 第 一 个 , 把 
FAR, 然后 毫 不 费力 地 求 积分 : 


展 成 几何 级 数 , 把 和 式 分 解 为 


т 


5 


АМААМ 


1 = 1.000000 
1+1 = 1.250000 
i-i = 1.361111 
+++ = 1423611 
babel = 1.463611 
1+1+%+16+®+Ыы = 1.491388 
л?/6 = 1.644934. 


OPA (Е т = y = 1 处 有 一 个 极点 的 正 函数 ) ZER 
分 是 有 限 的 . 注意 , 从 后 往 前 看 这 个 计算 也 是 简单 且 直 截 了 当 的 , dk 
对 5(2) 的 估 值 把 我 们 引 疝 二 重 积 分 工 

第 二 个 计算 工 的 方法 来 自 坐 标 变换 : 新 坐标 系 由 u = HE y := 
LE 给 出 , 其 定 积分 的 定义 域 是 一 个 边 长 为 3V3 的 正方 形 , 可 以 通 
过 旋转 旧 的 定义 域 45° 再 以 V3 MEHIN. FIRK z = uv 
fly —u-- vf 

1 1 
1-zy l-uv? 
为 转换 积分 , 并 弥补 变量 替换 将 面积 缩小 一 半 的 事实 , 须 将 ат dy FF 
换 为 2 du dv (此 即 变 量 替 换 的 Jacobi 行列 式 , 见 下 页 边框 ). 新 的 积 
分 定义 域 和 积分 函数 都 是 关于 u- 轴 对 称 的 , 所 以 我 们 只 须 计 算 在 
上 半 平 面积 分 的 两 倍 (又 一 个 2 出 现在 这 '). 我 们 用 最 自然 的 方式 把 
它 分 成 两 部 分 : 


1/2 ы dé 1 1—u d 
vU 
I - Af (fia) 4 Cf ee 
о 0 1/2 


0 


由 f dr ‚1, 2 ы US 
а а 


[= Yi —dXà Caria 


这 两 个 积分 可 以 通过 代 换 u = sind 及 u = cos 简化 并 最 终 计 算 
出 来 . 但 我 们 更 直接 地 来 做 , 容易 计算 glu) := arctan (7:55) 的 
导数 是 д (ш) = лт h(u) := arctan (74) = arctan (4/ 124) 
的 导数 是 һ'(и) = -irha MARTAN f} f(z)f(z)dz = 


$73 三 探 72/6 
[3f(z)?]* = 3 f(b)? — 1 f(a)? 来 得 到 


I 


1/2 1 
af g'(u)g(u) du + tf. —2h'(u)h(u) du 


2а? - aper], 
= 2g(if — 29(0)? — 4h(1)? + 4h(4)? 


= 208) -0-0+4(8)* = ov ^ 


以 上 的 证 明 通过 一 个 定 积分 来 得 到 Euler 级 数 的 值 , 仅仅 是 利 
用 了 一 个 很 简单 的 坐标 变换 . 后 来 Beukers, Calabi 与 Kolk 发 现 了 同 
样 类 型 的 一 个 精巧 证 明 , 却 用 到 了 一 个 全 然 非 平凡 的 坐标 转换 . 那 
个 证 明 的 起 始点 在 于 将 Droi ут 分 拆 成 偶数 项 和 奇数 项 . 显然 偶 
数 项 的 和 os + ge + т ++ = Deo gir Ж 46(2). 所 以 奇数 项 的 
At зт ++ рт + = Depo Fr JE C(2) f 3/4. 因此 Euler 级 数 
等 价 于 


Rake TT ae ink бї 
| БР DERT TN 
а uEBg. "ui, 表 成 二 重 积 分 , 即 


1 1 
1 
iz ЖЫР 
0 0 


故 须 计算 Л. 为 此 , Beukers, Calabi 和 Kolk 提出 了 新 的 坐标 


1 
>, (2k +1)?" 


1-a? 1— y? 
v := arccos 


u := arccos (| 一 -一 一 一 一 一 一 
1—z?y? 1— 2و‎ 


计算 重 积分 可 以 丢掉 边界 , 仅 考虑 在 区 间 0 са <1 FIO < y < 171 
的 z, y. 这 时 ао и> 0, > 0,utu < т/2 中. 显然 这 个 坐 
标 变换 可 道 , 这 用 到 替换 
sinu 
7 сово Meg 


sinv 

cosu' 

从 而 可 见 以 上 的 公式 在 单位 正方 形 S = {(2,y):0<2,y <1} 的 内 
部 和 三 角形 了 = {(u,v): u,v > 0, 4 十 v < 7/2} 的 内 部 之 间 定 义 了 
一 个 双 射 的 坐标 变换 . 
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PRANK 
为 计算 二 重 积分 


i у f(z) dz dy, 


X (u,v) € T Я (x,y) є S 的 对 应 
是 双 射 且 连 续 可 微 ,就 可 以 做 变量 
替换 


2 = z(u,v) y=y(u,v). 


则 工 等 于 


[1e ts D| SE du ae 
Y 


其 中 Жеш) FE Jacobi 行列 式 : 


т, = 2 | 
aos =[# t). 
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现在 我 们 要 计算 坐标 转换 的 Jacobi 行列 式 ,奇妙 的 是 它 就 是 


cosu sin u sin v - 2 14 
Ze EE a 
这 样 我 们 想 要 计算 的 积分 变 成 了 
r/27/2—u 
J= 1 dudv. 
1 
它 正 是 三 角形 丰 的 面积 直下 2 = =. o 


漂亮 , 甚至 更 过 之 , 对 所 有 的 下 > 1, 证 明 中 同样 的 方法 还 可 推 
广 到 通过 计算 2k- 重 的 定 积分 来 得 到 c(2k). 我 们 请 读者 看 Beuker, 
Calabi 和 Kolk 的 文章 , 以 及 第 20 3: 在 那里 我 们 从 其 他 的 途径 达到 
同一 个 目的 , 用 到 Herglotz 的 技巧 和 Euler 的 原始 方法 . 

在 这 两 个 坐标 变换 的 证 明之 后 , 我 们 介绍 另 一 个 彻底 不 同 且 完 
全 初等 的 对 ^... 二 = z^ 的 证 明 , 这 诱惑 难以 抗拒 . 它 最 初出 现在 
3E 5 Akiva 和 Isaak Yaglom 著 的 习题 集 的 一 系列 练习 里 面 , 该 
俄 文书 于 1954 年 问世 , 这 个 美丽 证 明 的 其 他 版 本 被 后 人 多 次 重新 
发 现 和 描述 , 这 包括 Е. Holme (1970), I. Papadimitriou (1973), 和 将 之 
归功 于 John Scholes 的 Ransford (1982). 


ш iE. 第 一 步 是 在 (平方 了 的 ) 余 切 函数 值 之 间 建 立 一 个 重要 关 


系 : 对 m > 1, 有 
ut ғ натен cot? (жт) + cot? бєйт) + +++ cot? (22227 = m m . (1) 
соб =з 
re з 为 验证 这 个 关系 ,我 们 从 
cot? $ + cot? ¥ + cot? ¥ = 5 cosnz-Fisinnz = (cosa + івіп х)" 
开始 , 取 虚 部 , 得 
sinnr = (7) sinzcos" ' g — (3) sin? zcos”~? tt- (2) 


4 n = 2m + 1, 而 对 z 我 们 将 要 考虑 mw 个 不 同 的 值 z = yz, ¥ 
中 了 = 1,2,… , m 对 每 个 这 样 的 值 我 们 有 nz = rr, 于 是 sin nx = 0, 
而 0<z< 表明 对 sins 我 们 得 到 了 mn 个 互 异 的 正 值 . 

特别 地 , 可 以 用 sin" а: 分 别 除 (2) 的 两 边 得 到 


0= (") cot^^! z — B cot” 3 me, 
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Ky 
亦 即 对 z 所 取 的 这 m 个 值 中 的 每 一 个 都 有 ^ 
“С 
0= ips ) cot?” т 一 m ') cot?^-? p 4... , 9 
因此 以 下 的 т 次 多 项 式 
Male Cernere) 
有 m 个 互 异 的 根 
ar = cot? (xL 9 rT1,2,--,m. 
从 而 这 个 多 项 式 正 是 
ptt) = (^ eo t) toot (git). 
与 p(t) BK] t^ 项 系数 作 比 较 得 到 诸 根 的 和 即 比较 系数 : 
2m+1 # p(t) = e(t — a1) -- (t — am), 
ai t6. ‚ лы L 209), 则 (^7? 的 系数 即 
^ ) —c(ai 十 … + am). 
这 样 我 们 证 明了 (1). 


我 们 还 需要 关于 余 割 函数 cscz = zh 的 一 个 同样 类 型 的 等 式 ， 


2m m E (3) 


cac? (ж-т) + esc? (25) +--+ eoe? (zn) = 


但 


1 cos? x + sin? x 
скага ү d 1—4 5%” ДИЙ 


故 只 要 将 (1) 的 两 端 同时 加 m 就 得 到 了 (3). 
现在 舞台 搭 好 了 , 各 就 其 位 . 在 区 间 0 < y < 3 AA 


0<a<b<c 表 明 0<i1<: 
0 < siny < y < tany, <i 


从 而 


0 < собу < } < ссу. 


这 表明 


cot?7y < р < cy 
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现在 看 这 个 双向 不 等 式 , 代入 z 的 那 m 个 互 异 的 值 , 再 把 结果 加 起 
Ж. 左 端 用 (1), 右 端 用 (3), 得 到 


donot) < (эша)? + (REL)? +... + (ami)! e mee, 
亦 即 ， 


2 2 
x 2m-1 1 1 sol 1 т< _2m__ 2m+2 
e mri mri < tAk o | uw < © amri MH 


X m — оо 时 , 左右 两 端 都 收敛 到 т? /6: WEHE. 
那么 并 十 收敛 到 2/6 有 多 快 呢 ? 为 此 需要 估计 差 

т? uc 

6 у 2 n=m-+1 n? 


利用 我 们 在 第 2 章 的 附录 中 回顾 过 的 “与 定 积分 比较 " 技巧 , 这 将 很 
容易 . 推导 得 “剩余 部 分 和 ”的 上 和 界 


1 % 7 
n2 


1 y" 1 1 
Zsrdae- 
n-m-l m 
和 下 界 А 
1 ро 1 
n f at = 
nae © т+1 


ос 

1 "A ed STE 
> af dt = 
i m 


+40 m$ 


这 说 明 我 们 的 级 数 收敛 得 不 太 好 ; 对 前 1000 项 求 和 , 小 数 点 后 
第 三 位 还 会 有 误差 , 而 如 果 对 前 一 百 万 项 求 和 , m = 1000000, 那 我 


们 预期 在 第 六 位 小 数 点 处 有 误差 , 的 确 是 这 样 . 尽管 如 此 ,有 一 个 很 
大 的 意外 : 精确 到 45 47, 


л?/6 =  1.644934066848226436472415166646025189218949901, 
10° 

pS E = 1.644933066848726436305748499979391855885616544. 

n=1 

所 以 小 数 点 后 第 六 位 错 了 (小 了 1), 但 是 接 下 去 的 六 个 数 准确 无 误 ! 
再 接 下 去 的 数字 是 错 的 (大 了 5, 然后 又 有 五 个 数 是 对 的 . 这 个 令 人 

惊奇 的 事实 是 由 Colorado Springs 的 Roy D. North 在 1988 年 发 现 的 . 
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(1982 年 , 受制 于 当时 不 足 的 计算 能 力 , 英格兰 Bucks #8 Amersham 
的 教师 Martin К. Powell 未 能 注意 到 事实 的 全 貌 .) 如 此 奇特 , 不 可 能 
完全 属于 巧合 .……: 观察 误差 项 , 仍 取 45 位 ， 


oo 
1 = 0.000000999999500000166666666666633333333333357, 
n=109+1 


揭示 了 这 明显 存在 某 种 规律 . 也 许可 将 最 后 一 个 数 写成 
+1076 — 210712 + $107!5 — $107% + 210-42 +... 


则 10- 项 的 系数 (1, 51,1,0, 45.0, 4) 构成 了 Bernoulli 数 序列 
的 起 始 部 分 , 在 第 20 章 还 会 遇 到 它们 . 请 读者 看 Borwein, Borwein & 
Dilcher 的 文章 [3], 那里 有 更 多 这 样 意外 的 “巧合 ", 包括 证 明 . 


附录 : Riemann zeta 函数 
对 实数 s > 1, Riemann zeta 函数 C(s) 的 定义 为 
1 
a E) = Арт) 
s) 2. ^ 
我 们 对 Hn 的 估计 ( 见 第 2 章 ) 表明 级 数 C(1) 发 散 , MIA s > 1 
它 确实 收敛 . Zeta 函数 在 整个 复 平面 有 着 经 典 的 连续 (在 s = 1 处 
有 一 个 简单 的 极点 ) 并 可 以 由 朝 级 数 构造 出 来 . 所 得 的 复 函 数 在 素 
数理 论 中 是 至 关 重 要 的 . 让 我 们 介绍 三 个 不 同 的 关联 : 
(D 著名 的 等 式 


¢(s) = Iti 


属于 Euler. 它 芍 含 了 每 个 自然 数 有 唯一 () 素数 分 解 的 基本 事实 ; 
由 这 个 事实 , Euler 的 等 式 就 是 下 面 几何 级 数 展开 的 自然 推论 了 : 


—— = 二 
Lame Fm wn 


(2) Zeta 函数 复 零 点 的 位 置 是 “Riemann 猜想 " 的 主题 , 是 整个 数 


学 领域 中 最 著名 和 重要 的 待 解决 问题 之 一 . 该 猜想 断言 zeta 函数 的 
所 有 非 平凡 零点 se C 满足 Re(s) = (Zeta 函数 在 所 有 负 的 偶数 
点 处 为 零 , 这 些 点 被 称 为 “平凡 零点 ”) 


© 
CES 


E 
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最 近 , Jeff Lagarias 出 人 意料 地 证 明了 Riemann 猜想 等 价 于 以 下 
的 初等 命题 : 对 所 有 的 > 1, 


Sod < Н, + exp(Hn)log(Hn), 
d\n 
等 式 成 立 仅 当 n = 1, 这 里 Hn 还 是 第 2 章 附 录 中 的 调和 数 . 

(3) 以 下 事实 久 已 为 人 所 知 : 车 s 是 > 2 的 偶数 ; 则 C(s) J& т" 
的 有 理 数 倍 , 所 以 是 无 理 数 ; 见 第 20 章 . 对 比 之 下 , 直到 1979 4E, A 
由 Roger Apéry 证 明 ¢(3) 的 无 理性 . 尽管 人 们 付出 了 相当 大 的 努力 ， 
关于 C(s) 在 其 他 奇 整数 s = 2t + 1 > 5 时 的 类 似 结果 仍旧 颇 为 欠 
lik. 最 近 , Keith Ball 和 Tanguy Rivoal 证 明了 有 无 穷 多 个 C(2t + 1) 是 
无 理 的 . 然而 , 我 们 还 不 知道 对 任何 一 个 奇 的 s > 5, C(s) 是 无 理 数 . 
Wadim Zudilin 证 明了 ¢(5), C(7), C(9) 和 <(11) 中 至 少 有 一 个 是 无 理 
的 . 请 看 Fischler 的 精彩 综述 [4]. 
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Hilbert 第 三 问题 : 多 面体 的 分 解 第 8 ж, 


1900 年 的 巴黎 国际 数学 家 大 会 上 , David Hilbert 在 他 的 著名 演 
讲 中 提出 了 如 下 问题 作为 他 23 个 问题 中 的 第 3 个 : 


找 出 两 个 具有 相同 底面 积 和 高 的 四 面体 , 它们 不 能 被 分 割 成 
两 组 对 应 全 等 的 四 面体 , 通过 任何 方式 各 自 拼接 若干 个 对 应 
全 等 的 四 面体 后 得 到 的 多 面体 也 不 能 被 切割 成 两 组 对 应 全 等 
的 四 面体 . 


这 个 问题 可 以 追溯 到 Carl Friedrich Gauss F 1844 年 所 写 的 两 封 信 (被 
收集 在 1900 年 出 版 的 Gauss 全 集中 ). 如 果 任意 两 个 具有 相同 体积 的 ” David Hilbert 
四 面体 可 以 被 切割 成 若干 个 对 应 全 等 的 四 面体 , 则 它 可 为 Euclid 的 

定理 XILS 提供 一 个 “初等 "证 明 , 定理 XILS 说 两 个 具有 相同 底 和 高 

的 锥 体 体 积 相同 . 从 而 , 它 也 提供 了 一 个 多 面体 体积 的 初等 定义 (并 

非 基于 分 析 , 从 而 不 依赖 于 连续 性 讨论 ). 一 个 相似 的 命题 在 平面 几 

何 中 是 成 立 的 : Bolyai-Gerwien 定理 (1, 2.7 W) 认为 平面 多 边 形 既 

是 可 全 等 分 割 的 (可 被 切割 成 对 应 全 等 的 三 角形 ) 也 是 可 全 等 拼接 

的 (可 通过 拼接 对 应 全 等 的 三 角形 成 为 全 等 的 ) 当 且 仅 当 它们 的 面 

积 相等 . 


这 个 十 字 架 与 具有 相同 面积 的 正方 形 
是 可 全 等 拼接 的 
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它们 也 是 可 全 等 分 割 的 . 


正如 我 们 在 他 的 第 三 问题 中 所 看 到 的 , Hilbert 确实 预料 到 在 三 
维 的 情形 没有 类 似 的 定理 . 他 是 对 的 . 事实 上 , 这 个 问题 被 Hilbert 的 
学 生 Max Dehn 在 两 篇 论文 中 完全 解决 了 : 在 1900 年 的 第 一 篇 论文 中 
他 找到 了 非 可 全 等 分 割 的 具有 相等 底面 积 和 高 的 四 面体 ; 在 1902 年 
的 第 二 篇 论文 中 他 还 阐述 了 可 全 等 拼接 的 条 件 . 然而 , Dehn 的 论文 
不 容易 读 懂 , 还 得 花 很 大 力气 鉴定 他 是 否 落 入 其 他 人 曾经 掉 进 去 过 
的 小 陷阱 中 : Bricard (1896 年 ) 和 Meschkowski (1960 年 ) 分 别 给 出 过 
非常 优雅 却 不 幸 是 错误 的 证 明 , 可 能 还 有 其 他 人 也 如 此 . 幸运 的 是 ， 
Dehn 的 证 明 被 重新 整理 并 改进 了 , 结合 V F. Kagan (1903/1930 年 )， 
Hugo Hadwiger (1949/1954 年 ) 和 Vladimir G. Boltjanskii 的 努力 , 我 们 
现在 有 了 下 面 给 出 的 这 个 天 书证 明 (多 面体 的 基本 知识 参见 本 章 附 
Ж). 


(1) 一 点 线性 代数 的 知识 
对 每 个 有 限 实数 集合 M = {m,m} CR, FRAME X V(M) 


为 M 中 元 素 的 所 有 有 理 系数 线性 组 合 所 构成 的 集合 , 即 
k 
V(M) :一 { Уат :qi € Q} CR. 
i=1 


首先 观察 到 (平凡 但 是 重要 的 ) V(M) 是 有 理 数 域 Q 上 的 有 限 
维 向 量 空间 . 事实 上 , УСМ) 在 加 法 和 有 理 数 乘法 下 显然 是 封闭 的 ， 
R 的 数 域 公理 保证 了 V(M) 是 一 个 向 量 空 间 . V(M) 的 维 数 就 是 它 
的 最 小 生成 集 的 元 素 个 数 . 由 定义 M 生成 了 VOD. IN M UR 
了 一 个 最 小 生成 集 , 于 是 


dimo V(M) < k = |M]: 
下 面 我 们 会 用 到 Q- 线性 函数 
f:V(M)—^Q, 
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这 里 我 们 把 它 理解 成 Q- 向 量 空间 的 线性 映射 . 它 的 关键 性 质 是 如 
KT umi = 0, qi € Q, WMT SL, af (mi) = /(0) =0. 下 面 这 
个 简单 的 引 理 可 使 情况 更 进一步 . 

引 理 . 对 任意 的 有 限 子 集 M C M' CR, Q- 向 量 空间 V(M) X Q- 
向 量 空 间 V(M’) 的 子 空间 . 因此 , 如 果 f: V(M) => Q5 —^- Q- & 
性 函数 , 那么 有 可 以 扩展 成 Q- 线性 函数 f: V(M') 一 加 使 得 对 任 
Ж m € M.A f'(m) = f(m): 


ш ЫРАА. 任意 一 个 @Q- 线性 函数 V (M) ¬ Q REL V(M) 的 一 个 Q- 
基 上 的 值 完全 决定 . BEAR V(M) 的 每 个 基 都 可 以 扩展 成 V (M) " 
ҖЕ, 这 便 推出 引 理 . 


(2) Dehn 不 变量 


对 于 一 个 三 维 多 面 体 Р, > Mp 表示 所 有 相 邻 面 之 间 的 夹 角 (二 
面 角 ) 以 及 7 组 成 的 集合 . 例如 对 于 正方 体 С, 我 们 有 Mc = {3,7}, 
而 对 于 底面 是 等 边 三 角形 的 正 棱柱 体 Q, 我 人 有 Mo = {5, 3,7}. 

给 定 任何 包含 Mp 的 有 限 集合 M C R 以 及 任何 满足 f(r) = 0 
的 Q- 线性 函数 

f: V(M) + Q, 


RITEN P ff CF f B8) Dehn 不 变量 为 实数 值 
Dj(P) = У? Le) - f(a(e)), 
ЄЄР 


其 中 (е) RIRH e 的 长 度 , ale) 表示 相交 于 e 的 二 个 面 的 夹 角 . 


后 面 我 们 将 计算 几 类 不 同 的 Dehn 不 变量 . 现在 我 们 只 需 注意 
到 对 每 个 Q- 线性 函数 了 一定 有 f (3) = f(7) = 0. 从 而 


Dr(C) = 0, 


也 就 是 说 ,立方 体 的 关于 任意 了 的 Dehn 不 变量 是 0. 


(3) Dehn-Hadwiger 定理 


如 上 所 述 , RITETE Р жт О 为 可 全 等 分 割 的 , 如 果 它 们 可 
以 被 分 割 成 有 限 个 多 面体 Pi, Pa 和 QU Qu 使 得 对 所 有 指 
Rû (L< û < n), P, MQ BEES. 两 个 多 面体 是 可 全 等 拼接 
的 , 如 果 存 在 多 面体 Pi, , Pm 和 Qu Qu 其 中 P; 的 内 部 彼 


3” 
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几何 


此 不 交 , 也 与 P 的 内 部 不 交 , Q 与 Q 也 如 此 , 使 得 对 所 有 指标 i, 
P, 和 О, 都 是 全 等 的 ,并 且 P := PUR UPU -U Pn MỌ := 
QuQiUQsuU … UQm 是 可 全 等 分 割 的 . 1844 年 Gerling 得 到 的 一 
个 定理 表明 这 里 的 全 等 与 是 否 允许 反射 无 关 . 

显然 , 可 全 等 分 割 的 多 面体 是 可 全 等 拼接 的 ,但 反之 是 还 不 明显 
的 , 接 下 来 的 Hadwiger 定 理 (Boltjanskii 的 版 本 ) 为 我 们 找到 Hilbert 第 
三 问题 中 的 等 体积 , 但 不 可 全 等 分 割 , 从 而 也 不 可 全 等 拼接 的 四 面 
体 提供 了 工具 . 
定理 . 设 已 和 QQ 是 两 个 多 面体 , a, ,ap 和 bi , Bg 分 别 表示 
它们 的 二 面 角 , M 为 一 个 由 实数 组 成 的 有 限 集 合 且 满足 


(01, ap;D Ban} C M. 
A f: V(M) ^ QXE—A BA. f(r) = 0 的 Q- 线性 函数 , FA 
D,(P) # Dj(Q), 
那么 已 和 @ 不 是 可 全 等 拼接 的 . 


BP 证 明 .证 明 由 两 部 分 组 成 . 
(D 如 果 多 面体 P 可 以 被 切割 成 有 限 多 个 多 面体 Pi, Pn, 


并 且 如 果 Р... , Pa 的 所 有 二 面 角 被 包含 在 集合 M A, 则 对 任意 
的 Q- 线性 函数 f : V(M) — Q, Dehn 不 变量 可 加 起 来 : 


Dr(P) 一 Dj(P1) +++ Dj(P,). 


为 了 证 明 这 个 等 式 , 我 们 首先 给 多 面体 的 一 条 边 e 的 任意 一 部 
分 e' 结合 一 个 质量 : 


mgle’) = Ae") fiale"), 


B] e^ 的 长 度 乘 以 它 的 二 面 角 的 广 值 . 

现在 如 果 书 被 切割 成 Pi, 已 ,考虑 这 些 分 块 Р, 的 所 有 边 组 
成 的 集合 . 如 果 边 e' 是 P 的 某 条 边 的 一 部 分 , 我 们 可 以 看 到 , 所 有 
包含 边 e 的 多 面体 在 e^ 的 二 面 角 的 和 就 是 忆 在 e' 的 三 面 角 的 和 ， 
MT е 在 它们 中 的 质量 的 和 即 为 e 在 PP 中 的 质量 . 

对 于 任何 其 他 的 包含 在 Р 的 某 个 面 或 内 部 上 的 Р, 8391 e” 的 
三 面 角 的 和 为 r R 2r, 所 以 二 面 角 的 f- 值 的 和 分 别 为 f(x) = 0 
或 f(27) = 0. 从 而 加 在 P 的 这 些 边 上 的 质量 的 和 为 0. 
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(2) 假设 P A О 是 可 全 等 拼接 的 , 我 们 可 以 把 集合 M 扩充 为 
更 大 的 集合 м, 保留 所 有 原来 分 块 中 出 现 的 二 面 角 . 因为 我 们 只 考 
BARIN, M 是 有 限 的 . 那么 上 面 的 引 理 允 许 我 们 拓展 /到 f: 
V(M') > Q, 结合 (1) 得 到 


Dn(P)+ Dp(P) +-+ De(Pn) 


= Dp(Q) + Dp(Qi) +--+» + Dp (Qm), 


其 中 p, ftt Q; 全 等 推出 Dp (Pi) = Dp (Qi) .从 而 我 们 得 到 Dj(P) = 
D;(Q), 218! a 


例 1. To 表示 一 个 边 长 为 4 的 正四 面体 , 我 们 由 简 图 计算 它 的 二 面 
fti. 底面 三 角形 的 中 点 М 将 高 АЕ 分 成 长 度 比 为 12 的 两 条 线段 ， 
再 由 [AE] = | 如, 我 们 得 到 cos a = 1, 从 而 


a = arccos 1. 
4 M := {a,r}, 我 们 注意 到 


1 


1 
= —агссовз 
п 


т 
是 无 理 数 (在 第 6 章 定 理 3 中 取 = 9). 从 而 Q- 向 量 空间 У (М) 是 
以 M 为 基 的 一 个 二 维 向 量 空间 , 并 且 存 在 @- 线 性 函数 у: V(M) 一 
Q 满足 

f(a) :=1, f(x) := 0. 
对 于 这 个 了 我 们 有 
D,(T) = 6ef(a) = 6ё # 0, 

所 以 体积 相同 的 正四 面体 和 立方 体 不 能 全 等 分 割 或 全 等 拼接 , 因为 
立方 体 的 Dehn 不 变量 对 任何 fA 0. 
例 2. T, 是 一 个 由 三 条 长 为 v 的 互相 垂直 的 边 АВ, AC, AD 生成 的 


四 面体 . 这 个 四 面体 有 三 个 直角 二 面 角 , EF SP KAA v I= 
ff, 我 们 由 图 计算 得 到 


所 以 


p = arccos —. | 


УЗ 
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对 于 M := {F arccos 25,5). Q- 向 量 空 间 V(M) 是 二 维 的 . 事 
KE, r 和 和 到 是 有 理 线性 相关 的 , 所 以 


V(M) = V ({ arccos 6"). 


另 一 方面 ， arccos Se 和 т 不 是 有 理 线性 相关 的 (第 6 章 定理 3 中 
Kin = 3, 我 们 得 到 2 arccos Jz 是 无 理 数 )， 从 而 我 们 可 以 构造 一 
^r Q- 线性 函数 了 满足 


f(x) :=0 和 f (arccos Fz) =1, 
从 定义 得 到 f(5) = 0 并 且 因此 
D;(Ti) = 3uf (3) + 3(V2u)f(arccos Jz) = 3V2u 7 0. 


这 证 明了 T, 和 体积 相同 的 立方 体 C 不 能 全 等 分 割 , 也 不 能 全 等 拼 
接 , 因为 Dj(C) = 0 对 所 有 的 也 成立, 
例 3. 4 T; 是 有 三 条 互相 垂直 的 边 AB, BC 和 CD 的 四 面体 . AB, 
BC, CD 边 长 都 为 以 

我 们 不 必 计 算 这 个 四 面体 的 二 面 角 (它们 是 x/2, r/3 和 r/4)， 
而 是 通过 利用 边 与 面 的 中 点 以 及 中 心 指出 : 一 个 边 长 为 的 立方 体 
可 以 分 解 成 6 个 这 类 的 四 面体 (三 个 全 等 , 另 三 个 为 镜像 ). 

所 有 这 些 全 等 的 立方 体 与 镜像 有 相同 的 Dehn 不 变量 . 因此 对 
每 个 符合 定义 的 了 都 可 得 到 


рут) = =Dy(C) = 0. 


所 以 这 个 四 面体 的 所 有 Dehn 不 变量 都 消失 了 ! 这 就 解决 了 Hilbert 
的 第 三 问题 , 因为 之 前 我 们 构造 了 男 一 个 等 底 等 高 的 四 面体 Ty їй 
Ж Dy(T,) # 0. 由 Dehn-Hadwiger EFE, Тү Ж Т 不 能 全 等 分 割 , 也 
不 能 全 等 拼接 . 


附录 : 多 胞 体 和 多 面体 
一 个 R4 中 的 廿 多 胞 体 是 一 个 有 限 集 S = {s1,:… ,в„} ЇШЇП, 
即 
P = conv(S) := {Ула : м >0, А = i}. 
i=1 1—1 


事实 上 多 胞 体 是 我 们 熟悉 的 物体 , 359 НИ ® 3835 (二 维 的 
i Ж ШЖ) 和 凸 多 面体 (三 维 的 凸 多 胞 体 ). 
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有 几 类 多 面体 可 以 比较 自然 地 推广 到 高 维 的 情形 ， 例如, 如 果 
集合 5 是 仿 射 独立 的 , 基数 是 d+ 1, 那么 S 的 凸 包 是 一 个 d HERS 
单纯 形 (d- 单纯 形 ). а = 2 的 情况 得 到 一 个 三 角形 ,d = 3 时 得 到 一 
个 四 面体 . 类 似 地 , 正方 形 和 立方 体 是 d- 立方 体 的 特殊 情形 , 例如 单 
位 由 立方 体 Cu = [0,1]? С В. 

一 般 的 多 胞 体 由 有 限 个 凸 多 胞 体 拼 接 而 成 . 在 这 本 书 里 非 凸 多 
面体 将 在 第 12 章 中 有 关 Cauchy 刚性 定理 的 地 方 出 现 , 非 凸 多 胞 体 
将 在 第 11 章 中 有 关 Pick 定理 的 地 方 出 现 ,并 在 第 31 章 讨论 关于 美 
术 馆 的 定理 时 再 次 出 现 . 

凸 多 胞 体 可 以 等 价 地 定义 为 有 限 线性 不 等 式 组 的 带 边界 解 集 . 
从 而 任何 凸 多 胞 体 Р c жа 都 可 以 表示 成 形式 


P = {z € R^: Az < b], 


其 中 A € 及 mxd, 向 量 b c RU". 也 就 是 说 , Р 3 m 个 线性 不 等 
x afe < hh 的 解 集 , 其 中 aT 是 A 的 第 i 行 : 反之 , 每 个 这 样 的 
不 等 式 组 的 带 边界 解 集 是 一 个 凸 多 胞 体 , 从 而 可 以 表示 成 有 限 点 集 
figit. 

对 于 多 边 形 和 多 面体 , 我 们 熟悉 它们 的 顶点 、 边 和 面 的 概念 . 高 
Heh ЖЕЛГЕ ЯШЕ: 卫 的 一 个 面 是 忆 的 一 个 子 集 PN{z є 
R4: ala — b), ЖФ ale <b EMMA x є PP 都 满足 的 线性 不 等 式 
Zz. 

多 胞 体 的 每 个 面 本 身 也 都 是 多 胞 体 . 凸 多 胞 体 的 顶点 集 V( 所 
有 0 维 面 组 成 的 集合 ) 是 使 得 conv(V) = P 成 立 的 在 包含 意义 下 的 
最 小 集合 . 假设 P c R^ 是 一 个 а ҢЫ" ЖЖ, P A (d — 1) HE 
面 ) 是 满足 下 面条 件 的 最 小 超 平面 集合 : 这 些 超 平面 决定 的 包含 P 
的 半空 间 的 交 就 是 Р. 特别 地 , 我 们 将 要 用 到 以 下 事实 ; 设 严 是 PP 
的 一 个 面 , 用 Hr 表示 Е 决定 的 超 平面 , Н 和 HE 是 以 He 为 边 
界 的 两 个 闭 的 半空 间 . 则 其 中 一 个 半空 间 包含 _P( 同 时 另 一 个 不 包 
* Р). З 

PM Р 的 图 G(P) 由 顶点 集 V 和 边 (一 维 的 面 ) 集 五 组 
成 . 如 果 已 是 三 维 的 , 那么 这 个 图 是 平面 图 , 并 且 有 著名 的 “ 欧 拉 公 
式 ”( 见 第 11%). 

对 于 两 个 多 胞 体 P, P' C R4, 如 果 存 在 保 长 的 仿 射 映射 将 p m 
射 到 已 , 则 称 PLP! 是 全 等 的 . 这 样 的 映射 也 许 会 改变 空间 的 定向 ， 
如 尸 在 某 个 超 平 面 的 反射 把 Р 映 到 它 的 镜像 . 如 果 存 在 一 个 双 射 
使 得 P 的 面 对 应 到 P^ 的 面 保持 维 数 和 包含 关系 不 变 ,那么 称 它 们 
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为 组 合 等 价 的 . 组 合 等 价 的 概念 远 弱 于 全 等 的 概念 : 如 图 显示 的 一 
个 单位 立方 体 和 一 个 “ 斜 ' 立方 体 是 组 合 等 价 的 (从 而 我 们 可 以 把 
它们 都 称 为 立方 体 ), 但 它们 显然 不 是 全 等 的 . 

一 个 多 胞 体 (或 更 广泛 地 , 对 R7 的 任意 一 个 子 集 ) 称 作 是 中 心 
对 称 的 , 如 果 存 在 一 个 点 zo € R^, 使 得 
то+єР « rzy—cr€FP. 

这 时 我 们 称 zo 是 P Ps. 
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在 有 关 直 线 构图 的 问题 中 最 著名 的 也 许 是 Sylvester 于 1893 年 在 

一 个 数学 问题 专栏 中 提出 的 如 下 问题 : 证 明 不 存在 不 在 同一 条 直线 

上 的 有 限 点 集 使 得 任意 一 条 经 过 其 中 两 点 的 直线 都 经 过 第 三 个 点 . 
QUESTIONS FOR SOLUTION. 

11851. (Professor Syuvesrex.)—Prove that it is not possible to 

arrange any finite number of real points so that a right line through 


every two of them shall pass through a third, unless they all lie in the 
same right line. 


Sylvester 本 人 当时 有 没有 给 出 这 个 命题 的 证 明 我 们 无 从 知晓 ,但 40 
年 后 Tibor Gallai [Grünwald] 给 出 了 一 个 正确 的 证 明 . 从 而 , 下 面 的 
定理 以 Sylvester 和 Gallai 共同 命名 , Gallai 之 后 又 有 几 个 其 他 的 证 
明 出 现 , 而 属于 L.M. Kelly 的 如 下 证 明 也 许 是 其 中 最 好 的 一 个 . 
定理 1. 由 平面 上 不 共 线 的 n 个 点 所 确定 的 直线 中 存在 一 条 恰好 经 


MU. $P 为 给 定 的 点 集 , 考虑 集合 /为 所 有 经 过 万 中 至 少 两 |, 
个 点 的 直线 .在 所 有 满足 忆 不 在 上 的 (P,4) 对 中 ,选择 一 对 (Pp, бу) 
使 得 Po 到 £o 的 距离 最 短 , S Q 为 直线 £o 上 距离 Po 最 近 的 点 (也 
就 是 说 ,在 Po 到 £o HIER E). 
断言 . fo 是 满足 定理 的 直线 ! 

如 果 不 是 , 那么 fo ELEA Р 中 的 三 个 点 , 其 中 的 两 点 , BEN 
为 P, 和 Po, ТЕ О 的 同 侧 . 我 们 假设 Р, 落 在 @ 和 Р, 2], Ж 
排除 P, 5 Q 重合 的 可 能 性 . 如 示意 图 所 示 , Р, für Po MP. UE 
定 的 24 的 距离 比 Po $ £o 的 距离 小 , 这 与 我 们 对 lo 和 Py 的 选择 
矛盾 ! а 


在 这 个 证 明 中 我 们 用 到 了 实 平 面 上 的 度量 公理 (最 短 距离 ) 和 
顺序 公理 (P, YE Q 和 Р, 之 间 ). 我 们 是 否 需 要 这 些 普通 点 线 关 联 
公理 以 外 的 性 质 呢 ? 事实 上 ,一 些 额 外 的 条 件 是 需要 的 , 如 边框 所 示 
的 Fano 平 面 : P = {1,2,---,7}, L 包含 7 条 通过 三 点 的 直线 , 其 中 
包含 “直线 ” {4,5,6}. 任何 两 点 决定 唯一 的 一 条 直线 , 从 而 关联 公理 
满足 . 然而 , 没有 恰好 通过 两 个 点 的 直线 . 从 而 根据 Sylvester-Gallai 定 
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理 , Fano 平面 不 能 被 镶 骨 到 一 个 实 平面 十; 使 得 这 七 个 共 线 的 三 点 
组 都 落 在 实 直线 上 : 一 定 会 有 一 条 是 “ 弯 '" 的 . 

然而 , Coxeter 证 明了 在 Sylvester-Gallai 定 理 的 证 明 中 , 顺序 公理 
就 足够 了 . 因此 , 由 Euler 公式 我 们 可 以 推导 出 一 种 不 需要 任何 度量 
性 质 的 证 明 方法 (参见 第 11 W). 

Paul Erdós 和 Nicolaas С. de Brujin 利 用 Sylvester-Gallai 定 理 得 到 
了 另 一 个 关于 实 平 面 上 点 和 线 的 著名 结论 . 但 正如 Erd6s 和 de Brujin 
所 注意 到 的 , 这 个 结论 适用 于 更 一 般 的 任意 点 线 系统 . 过 后 我 们 将 
讨论 更 一 般 的 结果 . 
定理 2. 令 忆 为 平面 上 不 共 线 的 元 > 3 个 点 构成 的 集合 , 则 由 穿 过 
至 少 两 个 点 的 直线 组 成 的 集合 上 中 至 少 有 条 直线 . 


MER. n= 3 的 情况 很 显然 . 现在 我 们 对 做 归纳 . 令 |P| = п +1. 
由 上 一 个 定理 知 存在 一 条 直线 bo € б 恰好 经 过 Р 中 的 两 个 点 , 设 
这 两 个 点 是 P 和 Q. 考虑 集合 Р = P\{Q} 和 由 P! 决定 的 直线 集 
fr £'. 如 果 P 的 点 不 共 线 , 那么 由 归纳 假设 1C4 > n, Е с 
的 £o, 从 而 |£| > n+ 1. 如 果 相 反 , P" 中 的 点 共 线 , ЯВА ЖИП “йт 
Ж” 就 可 画 出 正好 nn 十 1 条 直线 . a 


现在 , 正如 所 承诺 的 , 我 们 把 命题 推广 , 这 将 应 用 到 一 般 得 多 
的 "关联 几何 ”. 
定理 3. MIR X 为 一 个 有 Tn >з 个 元 素 的 集合 , A, ,Am Ж XH 
真子 集 使 得 X 的 每 对 元 素 刚 好 出 现在 一 个 А; 中 . 那么 mn. 


BEAR. 这 个 简洁 而 充满 灵感 的 证 明 由 Motzkin 和 Conway 给 出 . 
对 任意 z € X, т„ 是 包含 z 的 A; 的 个 数 (由 假设 .2 < re < т). 
现在 如 果 z& A. MA r, > [AQUI [A] 个 包含 = 与 A; 中 的 某 个 
元 素 的 集合 必须 是 不 同 的 集合 ). BE m < n WBA т|А;| < nre F 
JÈ m(n — |А;|) > n(m — rz) 对 每 个 wg А, 都 成 立 . 所 以 我 们 得 到 
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rEX TEX Ai:rg Ai Ay ar A. 
1 
Da 
Ai 
这 不 可 能 . а 


下 面 是 另 一 个 非常 简短 的 证 明 , 用 到 了 线性 代数 . & B 是 (X; 
Aiye Am) ARAM, 也 就 是 说 ; B 的 行 以 X 中 元 素 为 指标 , 列 
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以 Ais , Am 为 指标 ,并且 


wi" v 1 如 果 ze4 
tA) 0 WEcgA. 


考虑 乘积 ВВТ. 对 xz # a! RIIH (ВВТ), = 1, AN т 和 z 恰好 
同时 出 现在 一 个 A, 中 , 因此 


fai 0 « [b ti asi 
0 ra4-1-- б 11... A 
BBT = 9: 5 u.. 
0 0. „= rSv We TTC 


因为 第 一 个 矩阵 是 正定 的 ( 它 只 有 正 的 特征 值 ), 第 二 个 和 矩阵 是 半 正 
定 的 ( 它 的 特征 值 是 ”和 0), 所 以 BBT 是 正定 的 . 特别 地 , 它 是 可 
HJ, 故 rank(BBT) = n. 从 而 x m- FEKE B 的 秩 > n, 这 便 可 推 
HH n < т, 因为 秩 不 会 超过 列 数 . 


让 我 们 更 进一步 , 转向 图 论 . (在 本 章 附 录 我 们 将 看 到 一 些 有 关 
图 论 的 基本 知识 ). 稍微 思考 一 下 我 们 便 可 发 现下 面 的 命题 和 定理 3 
是 等 价 的 : 

如 果 我 们 将 一 个 完全 图 К, 分 解 成 mm 个 不 同 于 Kn 的 团 , 使 

得 每 条 边 恰好 属于 一 个 团 , 那么 т >п. 
事实 上 , 将 X 对 应 到 Kna 的 顶点 集 , А, 对 应 到 团 的 顶点 集 , 便 得 到 
上 述 命题 . 

我 们 的 下 一 个 任务 是 将 完全 图 K 分 解 成 一 些 完全 二 部 图 使 得 
每 条 边 都 恰好 属于 一 个 完全 二 部 图 有 一 个 简单 的 方法 来 做 到 它 ， 
记 顶 点 为 {1,2,… ,n}. 首先 将 顶点 1 与 其 他 所 有 顶点 相连 得 到 一 
个 完全 二 部 图 Kin, 我 们 称 之 为 一 个 星 图 . 然后 将 2 与 3,…,n 
相连 得 到 星 图 Kin- 重复 这 样 做 , 我 们 将 KG, 分 解 成 星 图 Kini 
Kin_2,… Kia. 这 样 的 分 解 用 到 了 n 一 1 个 完全 二 部 图 . 还 可 以 做 
得 更 好 , 用 更 少 的 二 部 图 来 完成 这 个 任务 吗 ?答案 是 否定 的 - 下 面 
是 Ron Graham 和 Henry O. Pollak 得 到 的 结论 : 


定理 4. MRK, 被 分 解 成 完全 二 部 图 Hi, Hm PA т> 1. 
有 趣 的 是 , 与 Erd6s-de Bruijin 定理 不 同 , 这 个 定理 并 没有 已 知 的 


组 合 证 明 ! 所 有 的 证 明 方法 都 用 到 了 线性 代数 . 在 所 有 大 同 小 异 的 
想法 中 让 我 们 看 看 Tverberg 的 这 个 , 它 也 许 是 最 清楚 的 . 


den 


将 Ks 分 解 成 4 个 完全 二 部 子 图 
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几何 


一 个 有 了 个 顶点 和 卫 条 边 的 图 G. 它 
有 一 个 自 环 , 一 条 二 重 边 和 一 条 三 重 
边 . 


ш 证明， 令 完全 图 К, 的 顶点 为 位,… n), Ф Lj, Rj 是 对 应 于 完 
全 二 部 图 H; j = 1,… ‚т 的 顶点 集 . 对 每 个 顶点 i 我 们 引入 一 个 变 
Ш zi. 既然 Hı,» TT „Hm 组 成 了 Kn, 我 们 有 


Р (У). 0 


i<j k=1 Na€L, bE Ry 


现在 假定 这 个 命题 是 错 的 , 即 m < n — 1. 那么 线性 方程 组 


Ук. = 0 (k =1,+-- ,m) 
的 方程 个 数 比 变量 个 数 少 , 从 而 存在 非 平凡 解 c1,:… ,cn. 由 (D 我 


们 得 到 
ee; = 0. 


i<j 


但 这 又 推出 


0.— (e: = SES да = d a 
í—1 1 


i<j 


矛盾 ! 证 明 完 成 . п 


附录 : 基本 的 图 论 概念 


图 是 最 基本 的 数学 结构 之 一 . 它 有 许多 不 同 的 表达 方法 . 抽象 
地 , 图 可 以 表示 为 G = (V, E), Жз ү 是 顶点 的 集合 , E ELWES, 
每 条 边 e c “连接 ”了 两 个 顶点 vw EV. 我 们 只 考虑 有 限 图 , 也 
就 是 V 和 五 都 是 有 限 的 . 

通常 , 我 们 只 考虑 简单 图 : 也 就 是 说 我 们 不 允许 图 中 存在 自 环 
(两 个 端点 重合 的 边 ), 也 不 存在 多 重 边 (有 同一 对 端点 的 多 条 边 ). 图 
的 两 个 顶点 称 为 是 邻接 或 相 邻 的 , 如 果 它 们 是 一 条 边 的 两 个 端点 . 
一 个 顶点 和 一 条 边 被 称 为 是 关联 的 , 如 果 该 顶点 是 这 条 边 的 一 个 
端点 . 

两 个 图 G = (V, E) AG! = (V', E!) 称 为 是 同 构 的 ; 如 果 存 在 保 
持 边 和 顶点 关系 不 变 的 双 射 V 一 VA E E (一 个 悬而未决 的 
问题 是 如 何 有 效 地 判断 两 个 图 是 不 是 同 构 的 ). 


第 9 章 平面 上 的 直线 构图 与 图 的 分 解 


我 们 称 G' = (У',Е') HG = (V, E) 的 一 个 子 图 , MRV’ СУ, 
E' CE, HHR е € Е' TE С 中 与 在 С 中 有 相同 的 端点 . 进 一 
步 , 我 们 称 G' 为 С 的 一 个 诱导 子 图 , 如 果 所 有 С 中 连接 G 的 顶点 
的 边 也 是 G' 中 的 边 . 

下 面 是 一 些 重要 的 (简单 ) 图 : 


€ А ZAN as 


许多 关于 图 的 概念 是 直观 的 : 例如 , 图 G 称 作 是 连通 的 ,如 果 С 
中 任意 两 个 不 同 的 顶点 间 有 路 或 称 路 径 相连 , 或 者 等 价 地 说 , G 不 
能 被 分 解 成 两 个 非 空 的 顶点 集 不 交 的 子 图 . 

我 们 再 引入 一 些 术语 作为 图 论 基 本 概念 论述 的 结束 : G 的 一 个 
团 表 示 G 的 一 个 完全 子 图 . С 的 一 个 独立 集 表示 一 个 С 的 没有 边 的 
诱导 子 图 , 也 就 是 说 , G 中 一 个 相互 之 间 没 有 连 边 的 顶点 子 集 . 一 个 
图 称 为 是 森林 , 如 果 该 图 中 没有 图 , 一 棵 树 表示 一 个 连通 的 森林 . 最 
Ja, AG = (V, E) 称 为 是 二 部 图 , 如 果 它 和 一 个 完全 二 部 图 的 子 图 
同 构 , 也 就 是 说 , 它 的 顶点 集 可 以 写成 两 个 独立 集 的 并 站 = Vi U Va. 


ЖЯ n AGM (2) 条 边 的 完全 图 K， 


A m+n TRA mn 条 边 的 完全 二 
部 图 Kmn 


具有 站 个 顶点 的 路 Pn 


具有 个 顶点 的 图 Cn 


的 一 个 子 图 


几何 
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2 
斜率 问题 $105 v 


在 往 下 看 之 前 , 请 你 自己 尝试 在 平面 上 画 出 一 定 个 数 的 点 , 使 
得 这 些 点 连 出 的 斜率 “ 较 少 "， 当然 ,我 们 假定 在 п > 3 时 这 些 点 不 
共 线 . 回顾 第 9 BE Erdós 和 de Bruijn KF “FH LAR” 的 定理 : n 
个 点 至 少 确定 n 条 不 同 的 直线 . 当然 , 这 些 直 线 很 多 可 能 是 平行 的 ， 
从 而 决定 了 同一 个 斜率 . 


Ac xt e 


n= n= n= n=6 nat oe. 
3 不 斜率 ”4 个 斜率 ”4 个 斜率 ”6 个 斜率 GRE... 


{улу 


e nn 较 小 时 的 几 个 情况 
ren eom joo roar pem pi 


在 尝试 了 几 个 较 小 的 n 后, 也 许 你 会 猜 出 Scott 在 1970 年 得 到 
的 定理 : 


定理 . 平面 上 7 2 3 个 不 共 线 的 点 至 少 可 确定 nn 一 1 个 不 同 的 
斜率 , 其 中 等 号 仅 当 n 为 大 于 等 于 5 的 奇数 时 可 能 成 立 . 


上 面 画 出 的 例子 是 两 个 无 穷 序 列 的 前 几 个 构 形 , 它们 表明 定理 
所 给 出 的 是 最 佳 的 情况 :m > 5 且 为 奇数 时 ,存在 平面 上 的 7 个 点 恰 
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. e е е е 
е е е *» 

eee 000 0 
е е е . 

LJ е е . . 


由 Jamison-Hill 给 出 的 三 个 漂亮 的 零 
散 例子 


123 45 6 


这 里 ， 垂 直方 向 导出 的 排列 ro = 
123456. 


几何 


好 决定 了 一 1 个 不 同 的 斜率 , 而 对 于 其 他 的 n(n > 3) 存在 平面 上 
的 nn 个 点 恰好 决定 了 nn 个 不 同 的 斜率 . 

然而 , 我 们 上 面 所 画 的 构 形 远 不 是 唯一 的 . 例如 , Jamison 和 Hill 
描述 了 4 族 平面 图 , 每 一 族 有 无 穷 多 个 , 且 其 中 的 m 个 点 (n 是 奇 
BO 恰好 决定 了 n 一 1 个 不 同 的 斜率 (“ 极 端 斜 率 构 形 (slope-critical 
configurations)"). 另外 , 他 们 列举 了 102 个 不 属于 某 个 无 穷 族 的 “ 零 
BO 的 例子 , 这 些 例子 大 多 由 大 规模 的 计算 机 搜索 得 到 . 

传统 的 经 验 告诉 我 们 如 果 极 限 情 况 的 构 形 是 多 种 多 样 的 无 规 
律 的 , 那么 这 个 极 值 问题 获得 准确 解答 将 非常 困难 . 确实 , 关于 极端 
斜率 构 形 的 结构 有 许多 研究 ( 见 [2]), 但 是 却 没 有 这 种 构 形 的 分 类 . 
然而 , 上 面 的 定理 有 一 个 简单 的 证 明 方 法 , 这 个 方法 包含 了 两 个 要 
素 : 将 问题 简化 为 一 个 由 Eli Goodman 和 Ricky Pollack 给 出 的 有 效 
的 组 合 模型 , 以 及 一 个 Peter Ungar 在 1982 年 给 出 的 有 关 这 个 组 合 
模型 的 完善 的 论证 . 


MER. (D 首先 我 们 注意 到 只 要 证 明 下 面 这 个 命题 就 够 了 : п = 
2m (т > 2) 个 点 的 “ 偶 " 集 合 在 平面 上 至 少 决定 了 mn 个 不 同 的 斜率 
因为 n 三 3 是 平凡 的 ,对 于 任何 n= 2m +1 > 5 个 点 (不 共 线 ) 的 集 
合 ,我们 可 以 找到 n 一 了 = от 个 不 共 线 的 点 的 子 集 , 已 经 决定 了 至 
少 n 一 1 个 不 同 的 斜率 . 

所 以 , 以 下 我 们 考虑 平面 上 某 个 由 n= 2m 个 点 组 成 的 构 形 . 它 
WEET t > 2 个 不 同 的 斜率 . 

(2) 这 个 组 合 模型 可 以 由 一 系列 1,.… ,n 的 排列 得 到 . 首先 我 们 
从 一 个 不 属于 构 形 的 斜率 的 方向 出 发 , 我 们 将 各 个 点 按 这 个 方向 的 
投影 排列 的 顺序 标记 为 1,:… ‚п. 所 以 , xo = 123- - - n 代表 在 起 始 方 
向 各 点 的 顺序 . 

然后 将 初始 方向 按 逆 时 针 方向 旋转 , 同时 观察 投影 及 其 排列 的 
变化 . 排列 发 生变 化 当 且 仅 当 旋转 经 过 该 构 形 的 一 个 斜率 方向 时 . 

但 排列 的 变化 并 不 是 随机 和 任意 的 : 当 方 向 经 过 了 1809 的 旋 
转 后 , 我 们 得 到 了 一 排列 的 序列 : 


NO — н A o RECT OTE 


这 一 排列 的 序列 有 如 下 特殊 性 质 : 
© 序列 从 ro = 123...n 开始 ,以 т, = n...321 结束 . 
e 排列 的 个 数 t 正 是 构 形 中 不 同 斜 率 的 个 数 . 
o 在 这 些 排 列 中 , 每 对 i<j 恰 好 被 交换 一 次 次 序 . 这 说 明 , 从 ro = 
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S 
123... B) л, = n...321 的 过 程 中 , 只 有 递增 的 子 串 被 翻转 了 . К 
。 每 次 排列 的 改变 包含 了 一 个 或 多 个 不 交 的 递增 子 串 的 翻转 (对 “© 
应 于 改变 发 生 处 斜率 相同 的 一 条 或 多 条 直线 ) 
т = 654321 


пә = 213564 


ті = 213546 


= 123456 
由 例子 所 产生 的 一 个 排列 序列 


当初 始 方向 按 逆 时 针 不 断 旋转 时 , 我 们 看 到 排列 的 周期 性 的 序 
列 (将 序列 看 做 是 双向 无 限 的 ): 


++ > 1م‎ > ПО c0 ج‎ пор ج‎ ٠٠١ جس‎ по %., 


其 中 对 任意 irre 是 元 的 翻转 , АНЕ i € Zari = mi- 
我 们 将 证 明 每 个 满足 上 述 条 件 的 序列 (其 中 上 > 2) 的 长 度 都 满 
Jit>n. 


(3) 证 明 的 关键 是 将 每 一 个 排列 分 割 成 长 为 m = 3 的 “ 左 半边 ” 
和 “ 右 半 边 ”, 并 计算 跨 过 边界 的 数字 个 数 . 

我 们 称 mi 一 mip 是 一 个 交换 变化 , 如 果 这 个 变化 包含 一 个 跨 
“边界 ”的 子 串 的 翻转 我 们 称 这 个 “交换 变化 ”的 秩 是 d, 如 果 它 
把 24 个 数字 换 过 边界 , 此 时 被 翻转 的 子 串 恰 有 a 个 数字 在 一 边 , 至 
少 d 个 数字 在 男 一 边 . 从 而 例子 


—1 =й” 


几何 


是 一 个 秩 为 2 的 “交换 变化 "( 它 把 1,3,5,6 交换 过 由 “” 表示 的 边 
F), 

652:341 — 654:321 
是 一 个 秩 为 1 的 “交换 变化 ", 而 例子 

625:314 — 652:341 


不 是 “交换 变化 ”. ; 

在 序列 mo — m1 — — т, ASAE, 每 个 数字 1,2, ,n 
都 至 少 换 了 一 次 边 . 这 表明 , ШЖ c 个 “交换 变化 ” 的 秩 为 由 ,dz,……， 
de, 那么 我 们 有 


y», = #{ 越 过 边界 的 数字 } > n. 

i=l 
这 也 就 是 说 我 们 有 至 少 2 个 “交换 变化 ", 因为 如 果 “交换 变化 " 只 
有 1 个 ,那么 2d; = n ,这 说 明 所 有 的 点 共 线 , 矛盾 ! 几何 上 , 一 个 " 交 
换 变化 "对 应 了 这 样 一 个 斜率 的 方向 , 这 个 方向 的 两 边 各 有 少 于 m 
个 点 . : 

(4) 一 个 移动 变化 是 翻转 一 个 紧邻 边界 的 子 串 的 变化 , 但 不 越过 
边界 . 例如 ， 
T4 = 625:314 — 652:341 = л» 

是 一 个 "移动 变化 " 几何 上 , 一 个 “移动 变化 " 对 应 了 这 样 一 条 直线 
斜率 的 方向 , 这 个 方向 的 一 边 恰 有 m 个 点 , 从 而 男 一 边 最 多 有 m2 
个 点 . 


既 不 是 “交换 变化 " 又 不 是 “移动 变化 " 的 变化 称 为 普通 变化 . 
下 面 便 是 一 个 “普通 变化 " 的 例子 : 
mı 213:546 — 213:564 = тз. 
这 样 每 个 变化 是 交换 的 、 移 动 的 、 普 通 的 三 者 之 一 . RTA T, C. O 
代表 这 三 种 类 型 :“ 交 换 变 化 ", “移动 变化 "和 “普通 变化 ", 记 秩 为 d 
的 “交换 变化 " 为 C(d). 针对 我 们 的 小 小 例子 有 


е? C(2 [e] T ca 
mo o> thy Du mg Ud gs 05 mí 1. hy SU) me, 


或 者 更 简单 地 将 这 个 序列 记 作 T, O, C(2), 0, T, C(1). 
(5) 为 完成 证 明 , 我 们 需要 如 下 两 个 事实 : 
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在 任意 两 个 “交换 变化 "之 间 , 至 少 有 一 个 “移动 变化 ”. 


在 任意 一 个 秩 为 d 的 “交换 变化 ”和 其 后 的 一 个 “移动 变 

化 "之 间 , 至 少 有 d 一 1 个 “普通 变化 ”. 
事实 上 , 在 一 次 秩 为 d 的 “交换 变化 " 后 , 边界 包含 在 一 个 长 为 24 的 
对 称 递 减 的 子 串 之 中 , 边界 两 边 各 有 а 个 数字 . 下 一 个 “交换 变化 ” 
必须 伴随 一 个 长 至 少 为 2 的 跨 边界 的 递增 子 串 . 但 是 只 有 “移动 变 
化 "能 改变 边界 是 否 在 一 个 递增 的 子 串 中 , 从 而 第 一 个 事实 得 证 . 对 
于 第 二 个 事实 , 注意 到 每 一 个 “普通 变化 ” (翻转 菜 弟 增 子 串 ) 只 能 把 
递减 的 2a - 子 串 在 边界 的 每 一 侧 缩短 一 个 数字 . 同时 , 只 要 递减 子 
串 有 至 少 个 4 数字 , “移动 变化 ”" 就 是 不 可 能 的 . 这 证 明了 第 二 个 事 
实 . 

如 果 我 们 构造 这 个 排列 序列 时 使 用 相同 的 初始 投影 但 用 顺 时 
ifi Je 3 ГЕ. 那么 我 们 将 得 到 一 个 翻转 的 排列 序列 . 从 而 
这 个 序列 必然 满足 第 二 个 事实 的 相反 的 情况 : 

在 一 个 “移动 变化 " 到 下 一 个 秩 为 d 的 “交换 变化 "之 间 有 

至 少 d 一 1 个 “普通 变化 ”. 

(6) 在 (2) 中 得 到 的 无 穷 长 的 T-O-C- 模式 排列 序列 是 长 为 + 的 
序列 по — … — л, 的 一 再 重复 . 从 而 结合 (5) 中 的 事实 , 我 们 看 
到 在 变化 的 无 穷 长 的 序列 中 秩 为 4 的 “交换 变化 " URRA EI T-O- 
C- 模式 的 下 列 序列 中 


T,0,0,--.,0,C(4),0,0,.-- ,O, (ж) 
> d-1 > d-i 
T 90891 HE 28 DW 1+ (d — 1) +1 + (d — 1) = 24. 
考虑 无 限 序列 的 一 个 长 度 为 寺 的 有 限 片断 , 我 们 可 以 假设 它 由 


一 个 “移动 变化 " 开始 . 这 个 片段 包含 (*) 中 类 型 的 子 串 , 也 许 再 加 
上 其 他 的 了 . 这 表明 其 长 度 上 满足 


з У 
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这 便 完成 了 证 明 . 口 
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Euler 公式 的 三 个 应 用 第 11 шә 


如 果 一 个 图 可 以 被 画 在 平面 R (或 者 等 价 地 , 二 维 球面 S°) 上 
而 没有 交叉 边 , 那么 称 这 个 图 是 平面 的 . 如 果 这 样 的 一 种 画 法 已 经 
给 出 并 且 固 定 了 , 那么 称 这 个 图 为 平面 图 . 任意 这 种 画 法 都 把 平面 
或 者 球面 分 割 成 有 限 个 连通 区 域 , 包括 外 面 (无 边界 ) 的 区 域 .我 们 
把 这 些 区 域 叫做 面 . Euler 公式 对 平面 图 的 顶点 数 、 边 数 、 面 数 之 间 
建立 了 一 个 优美 的 关系 . Euler 在 1750 年 给 他 的 朋友 Goldbach 的 信 
中 第 一 次 提 到 了 这 个 公式 , 但 当时 他 并 没有 给 出 完整 的 证 明 . 在 Eu- 
ler 公式 的 多 种 证 明 中 ， —— von Staudt 在 1847 4F ( Geometrie der 
Lage 》 一 书 中 做 出 的 证 明 . 这 是 一 个 优美 的 “ 自 对 偶 ” 的 且 不 需要 
归纳 法 的 证 明 . 


Euler AX. 如 果 G 是 一 个 有 nn 个 顶点 ,e Hid Fe f 个 面 的 连 
通 平面 图 , 那么 


n—e+f = 2. 
Leonhard Euler 


Bik. тсе ЖС ЭЕ, 生成 树 是 指 最 小 的 
连接 С 的 每 个 顶点 的 子 图 . 由 最 小 性 假设 可 以 推出 , 生成 树 不 含 转 . 


我 们 现在 需要 引入 对 偶 图 的 概念 : 为 了 构造 G 的 对 偶 图 G*, 我 
们 在 G 的 每 个 面 的 内 部 画 一 个 顶点 , 对 应 G 的 面 的 公共 边界 对 G* 
中 的 这 些 点 连 线 . 如 果 两 个 面 有 几 条 共同 边界 , 就 在 这 两 个 面 中 的 。 一 个 平面 图 G:m = 6,e = 10, f = 6 
点 间 连 接 几 条 不 同 的 边 . (从 而 即使 原 图 G 是 简单 图 , G* 也 有 可 能 
LEA SUN 

考虑 对 应 G 中 边 集 ENT 的 对 偶 图 中 的 边 集 T* С E". AAT 
RAH, 7* 中 的 边 连接 了 所 有 的 面 ; 但 Т* 也 不 含 圈 , 否则 它 将 把 С 
的 圈 中 的 点 与 圈 外 的 点 分 离 (这 是 不 可 能 的 , 因为 全 是 生成 子 图 , 并 
HTÓT* rs Jin; T* is с" ра 


大 点 作为 要 ， 并 把 所 有 边 指 定 为 人 粮 高 开 的 方 向 : 通过 将 每 条 边 对 CEE PM 
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几何 


2 2 
每 个 顶点 的 度数 已 在 图 中 标 出 , 对 应 
于 各 个 度数 的 顶点 个 数 为 nz = 3, 


пз = 0,n4 = 1,15 = 2. 


9 / 1*5 


EA ON 


每 个 面 的 边 数 被 写 在 区 域内 , 有 相同 
边 数 的 面 的 个 数 为 及 = 1, fa = 3, 
fa =1, 用 ==1, 以 及 对 其 他 指标 fi = 
0. 


应 它 指向 的 顶点 , 构成 了 一 个 除了 根 之 外 的 所 有 顶点 到 边 的 双 射 . 
把 它 分 别 应 用 到 树 TF T* E, 我们 得 到 n= er +1 Alf = er +1. 
将 两 个 等 式 相 加 我 们 得 到 nn 十 f= (er +1) + (er. +1) =e +2. 口 


这 样 , Euler 公式 给 出 了 一 个 几何 拓扑 中 很 强 的 数值 结论 :无 论 
一 有 限 图 是 可 以 被 画 在 一 个 平面 上 还 是 一 个 球面 上 , 其 点 数 、 线 数 
和 面 数 总 满足 n 一 e 十 f=2. 

许多 熟知 的 和 经 典 的 结论 可 以 由 Euler 公式 推出 . 其 中 有 正规 
Pili (Plato 立体 ) 的 分 类 , Ks 和 Кз 不 是 可 平面 化 的 (参见 下 
面 所 证 ) , 还 有 著名 的 五 色 定理 (每 个 平面 地 图 可 以 被 不 超过 5 种 
颜色 着 色 , 使 得 相 邻 国家 的 颜色 不 同 ) . 但 对 于 五 色 定理 , 我 们 有 不 
用 Euler 公式 的 更 好 的 证 明 , 见 第 30 Ж. 

这 一 章 收集 了 以 Euler 公式 为 核心 的 三 个 定理 的 漂亮 证 明 . 前 
两 个 对 Sylvester-Gallai 定理 和 对 两 色 点 构 形 定理 的 证 明 将 Euler ZS 
式 巧 妙 地 与 另外 的 基本 图 中 参数 之 间 的 数量 关系 结合 . 让 我 们 先 来 
看 看 这 些 参数 . 


以 一 个 顶点 为 端点 的 边 的 个 数 称 为 这 个 顶点 的 度数 (其 中 每 个 
自 环 算 两 次 ). 令 n; 表示 图 С 中 度数 是 i 的 顶点 个 数 . 根据 顶点 的 
度数 来 计数 顶点 个 数 ,我们 有 


n = noni nad mna: (1) 


男 一 方面 , 每 条 边 有 两 个 端点 , 它 对 所 有 度数 的 和 贡献 2, 从 而 我 
们 有 
2e = т 2n2 + Ing + Ата + · + - (2) 


你 可 以 把 这 个 等 式 理解 为 用 两 种 方法 同时 计算 边 的 端点 数 , 也 就 是 
所 有 的 边 一 顶点 关联 关系 . 顶点 的 平均 度数 4 为 
E 2e 
d 


n 


下 面 我 们 通过 面 的 边 数 来 计数 一 个 平面 图 的 面 数 : 一 个 k- 面 指 
一 个 及 条 边 的 面 (如 果 一 条 边 的 两 面 都 是 这 个 面 的 边界 , 那么 这 
条 边 要 被 计算 两 次 !). A f 是 面 的 个 数 .计算 面 的 个 数 我 们 有 


=fitfetfs+fat::: (3) 
通过 作为 面 的 边界 来 计算 边 数 , 我 们 有 


2e = fit2fe+3fg+4fa+--- (4) 
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像 从 前 一 样 , 我 们 可 以 把 这 些 理解 为 用 两 种 方法 同时 计算 所 有 的 Sy 
边 — AKAR. 注意 到 面 的 平均 边 数 为 fo 
= 2е 
f= Ж: 
下 面 我 们 通过 它们 , 再 结合 Euler AR, 很 快 便 可 推出 完全 图 Ks 
和 完全 二 部 图 Kas 不 是 平面 图 . 对 Ks 的 一 个 假想 的 平面 画 法 ,我 们 
An=5,e= (3) = 10, Ail f =e+2—-n=7HH f = 2g = 20 <3. 
但 如 果 面 的 平均 边 数 小 于 3, 那么 这 个 嵌入 中 必然 有 一 个 面 只 有 至 
多 2 条 边界 , 这 是 不 可 能 的 . 
相似 地 , 对 于 Каз 我 们 有 = 6,e = 9, IFA f =e +2—-n=5, 
从 而 了 = 2 = 18 <4, Каз 是 简单 图 并 且 是 二 部 的 , 它 的 每 个 圈 K 在 平面 上 有 一 个 交叉 处 的 画 法 
长 至 少 为 4, 从 而 不 可 能 . 
关于 f; WER (3), (4) 看 上 去 和 关于 ni 的 等 式 (1), (2) 相似 , 这 
并 不 是 偶然 的 . 它们 可 以 通过 我 们 前 面 解 释 的 对 偶 图 构造 G 一 С" 
互相 转化 . 
由 双 计 数 恒等式 , 我 们 得 到 Euler 公式 的 如 下 重要 的 “局 部 " 
推论 . 


命题 . 令 G 是 顶点 数 > 2 的 简单 平面 图 , 那么 
(A) G 有 一 个 度数 最 多 是 5 的 顶点 . 
(B) G 最 多 有 3n 一 6 条 边 . 


(C) 如 果 G 的 边 被 两 种 颜色 着 色 , 那么 它 有 一 个 顶点 围绕 该 点 的 边 
沿 着 圆 环 的 次 序 最 多 经 历 了 两 次 颜色 的 变化 . 


Кэз 在 平面 上 有 一 个 交叉 处 的 画 法 


图 证明. 对 于 这 3 条 中 的 每 一 条 , 我 们 都 可 以 假设 G 是 连通 的 . 


(А) 每 一 面 至 少 有 3 条 边 (由 于 С 是 简单 的 ), 因此 由 (3) 和 (4) 
得 


fo — [fees fat f£, 
2e = 3fs+4fat5fs+-->, 
Bit 2e — 3f > 0. 
现在 如 果 每 个 顶点 的 度数 至 少 为 6, 那么 由 (1) 和 (2) 我 们 得 到 
n= M+ m+ ngt---, 
2e = бп + Т7пт + 8пв + ·.., 


因此 2e — 6n > 0, 
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A S3 


zy 


箭头 指出 了 颜色 变化 的 角 . 


结合 这 两 个 不 等 式 , 我 们 得 到 
6(e—n—f) = (2e—6n)+2(2e — 3f) > 0, 


因此 e > n + f, 5 Euler ARF JA. 


(B) 在 (A) 的 第 一 步 , 我 们 已 得 到 2e — 3f > 0, 因此 由 Euler 公 
式 得 
3n— 6 = 3e- 3f 2 е. 


(С) S c 为 颜色 发 生变 化 的 角 的 数目 . 假设 命题 不 成 立 , 由 于 在 
每 一 个 顶点 处 变化 次 数 均 为 偶数 , 我 们 得 到 с > 4n 个 颜色 变化 的 
fh. 现在 每 个 有 2k sk 2k + 1 条 边 的 面 有 最 多 2k 个 这 样 的 角 , 因此 
我 们 可 以 得 出 


4n < c 2 fa 4- 4f4 + Afs + 6fa +6fr+8fs + ` 
2f3+4fa+6fs+8fe + 10fz +- 
2(3fa + Afa + 5fs + 6fo + Tf s) 
—A(fa + fa + fs + fo + frs) 
4e—4f, 


пл A^ 


其 中 我 们 再 次 应 用 到 了 (3) 和 (和 从 而 可 以 得 到 e > n+ f, х 
与 Euler 公式 矛盾 . 口 


1. 再 探 Sylvester-Gallai 定理 


Norman Steenrod 首先 发 现 性 质 (A) 可 以 给 出 Sylvester-Gallai XE 
理 ( 见 第 9 章 ) 一 个 非常 简单 的 证 明 . 

Sylvester-Gallai 定理 . 给 定 任意 n > 3 个 平面 上 的 不 共 线 的 

点 一定 存 在 一 条 直线 经 过 其 中 恰好 两 个 点 . 


ш ОРЕВ. (iH Euler 公式 推出 Sylvester-Gallai 的 证 明 ) 

如 果 我 们 如 图 所 示 把 R? SY ri ble) R? 中 单位 球面 S? 上 , BB 
А R? 中 的 每 个 点 对 应 了 球面 S? 上 的 一 对 对 径 点 , R? 中 的 每 条 直 
线 对 应 了 -52 中 的 一 个 大 圆 . 从 而 Sylvester-Gallai 定理 等 价 于 如 下 
命题 : 

给 定 任何 n> 3 对 球面 S? 上 的 不 共 圆 的 对 径 点 , 总 存在 一 

个 大 图 恰好 经 过 两 对 对 径 点 . 
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对 偶 地 , 我 们 把 每 对 对 径 点 用 对 应 的 球面 上 的 大 圆 代替 . 也 就 是 说 , 
我 们 不 考虑 +v є S? 而 是 用 由 C, := {x € S? : (z, v) = 中 给 定 的 
正 交 圆 去 代替 它 . OIR v 是 球面 上 的 北极 点 , 则 这 个 Cu 是 赤道 .) 

那么 Sylvester-Gallai 问题 要 求 我 们 去 证 明 : 

在 球面 S? 上 给 定 поз 73b XT, 那么 一 定 存在 一 个 

点 恰好 在 两 个 大 圆 上 . 
但 是 S? 上 的 这 些 大 圆 的 安排 给 出 了 一 个 简单 平面 图 , 顶点 是 其 中 
两 个 大 圆 的 交点 , 它们 又 把 大 圆 分 开 为 边 . 根据 构造 , 所 有 顶点 的 度 
数 都 是 偶数 , 并 且 至 少 是 4. 从 而 结合 性 质 (A) 得 出 了 4 度 顶 点 的 存 
在 性 . 得 证 ! 口 


2. 单 色 线 


接 下 来 的 Sylvester-Gallai 定理 关于 “着 色 " 的 变异 形式 的 证 明 
是 由 Don Chakerian 给 出 的 . 
定理 . 平面 上 任意 给 定 有 限 个 “黑色 " 的 和 “白色 "的 非 共 线 点 , 总 是 
存在 一 条 “ 单 色 ” 线 : 即 经 过 至 少 两 个 同色 的 点 , 而 不 经 过 另 一 颜色 
的 点 的 线 . 


图 证明. 正如 对 于 Sylvester-Gallai 问题 , 我 们 将 问题 转换 成 在 单位 
球面 的 情形 并 且 对 偶 化 . 所 以 我 们 只 需 证 明 : 
给 定单 位 球面 上 任意 有 限 个 “黑色 ”的 和 “和 白色 ”的 不 共 点 
HAW, 总 是 存在 一 个 交点 , 它 或 者 只 落 在 白色 的 大 国 上 , 或 
者 只 落 在 黑色 的 大 圆 上 . 
而 这 个 命题 可 以 由 性 质 (С) 推出 , 因为 在 每 个 顶点 不 同 颜色 大 圆 的 
交点 处 , 我们 总 是 有 至 少 4 个 颜色 变化 的 角 . 口 


3. Pick 定理 


于 1899 年 发 现 的 Pick 定理 是 一 个 优美 而 令 人 惊异 的 结论 , 但 
同时 也 是 Euler 定理 的 一 个 “经 典 * 的 推论 . 下 面 我 们 称 一 个 凸 多 边 
JÉ P C R? 是 基本 的 , 如 果 它 的 顶点 坐标 都 是 整数 (也 就 是 说 , 它 可 
БШЙК 22 ferh), 但 是 它 不 含有 其 他 格 点 . 

引 理 .每 个 基本 的 三 角形 A = conv{py,p,,p.} С В? 的 面积 是 
A(A) = à. 


Ш UEBB. 以 po, Pi pos Pi + рә — po 为 顶点 的 平行 四 边 形 和 2? 格 对 


e. LJ е © ө e 
Nine = 11, пы = 8, 所 以 A= 14 


于 下 面 的 映射 都 是 对 称 的 : 
o: 2 — р +р, – 2, 


这 个 映射 是 对 р, 到 p, 连 线 的 中 点 的 反射 , 从 而 平行 四 边 形 P = 
AUc(A) 也 是 基本 的 , 并 且 它 的 整 点 平移 铺 满 了 整个 平面 . 从 而 {pi 一 


Po. Pa — po) Fe 72 HA УЭЕ, 它 的 行列 式 的 值 是 士 1, P 的 面积 是 1, 


从 而 人 的 面积 是 1. (关于 这 些 名 词 的 解释 请 参见 上 面 的 方 框 ) c 
EE. 顶点 的 坐标 都 是 整数 的 (不 一 定西 ) 多 边 形 Q CR? 的 面 
积 是 
AQ) = Nin + > ga =1; 

其 中 nine Fo лы DATE ОАЗЕ E AE Ad 

Wu. MARIE О 内 部 
Petites dii c's 并 不 
如 果 Q 不 要 求 是 西 的 , 但 第 31 章 中 会 给 出 


一 个 无 界 的 面 入- 1 个 面积 是 T maa į 
AQ) = BYE. 
每 一 个 三 角形 有 3 条 边 , 而 eine 条 内 部 边 的 每 一 条 是 两 个 三 角形 的 


第 11# Euler AH ZA E FR 77 


边界 , ena 条 边界 中 的 每 一 条 出 现在 一 个 三 角形 中 . 从 而 3(f — 1) = ^s 
2eint + еы FE f = 2(e — f) — еы + 3. 另外 , 边界 上 的 边 数 和 顶点 СЯ 
数 是 一 样 的 , еы = пы. 这 两 个 事实 结合 Euler 公式 得 出 


f 


2(e — f) — eu +3 
2(n — 2) — nia +3 = 2nine + nia — 1, 


从 而 
A(Q) = 3(f — 1) = nint + ġa- 1. п 
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关于 三 维 多 面 体 的 Cauchy 刚性 定理 是 一 个 依赖 于 Euler 公式 FF 
别 是 前 一 章 中 命题 的 (C) 部 分 ) 的 著名 结 

接 下 来 涉及 的 多 胞 休 和 多 面体 的 全 等 和 组 合 等 价 痢 已 经 在 第 8 
章 Hilbert 第 三 问题 的 附录 中 作 过 介绍 . 


定理 . 如 果 两 个 三 维 凸 多 面体 P do P 是 组 合 等 价 的 , FAS 
个 对 应 面 是 全 等 的 , 那么 对 应 的 相 邻 面 的 夹 角 也 是 相等 的 {也 
就 是 说 PP 和 Р 是 全 等 的 ). 


如 旁边 的 图 中 所 示 的 两 个 三 维 多 面 体 , 它们 是 组 合 等 价 的 , 并 
且 各 个 对 应 面 是 全 等 的 . 但 这 两 个 多 面体 并 不 全 等 , 并 且 其 中 只 有 
一 个 是 凸 的. 从 而 凸 多 面体 这 个 假设 对 Cauchy 定理 是 必需 的 . 


B 证 明 . 下 面 的 证 明基 本 上 是 Cauchy 给 出 的 原 证 明 . 假设 给 定 两 
个 有 全 等 面 的 凸 多 面体 Р 和 P. 我 们 着 色 P 的 边 如 下 : 如 果 边 对 应 
的 二 面 角 在 P' 中 比 P 中 的 大 就 把 这 条 边 着 成 黑色 GRE ER), 
WR P 的 比 P 的 小 , 就 着 成 白色 或 称 “ 负 的 ” 

PHRMA AWE Р 的 表面 形成 一 个 二 色 的 平面 图 , 通过 一 源 
点 在 P 的 内 部 的 径 向 投射 , 我 们 把 这 个 平面 图 镶 典 到 单位 球面 上 
E. ШЖ РЖ P' 有 对 应 的 不 等 的 二 面 角 ; 那么 这 个 图 不 是 空 图 . 由 
上 一 章 性 质 (C) 我 们 知道 有 一 个 顶点 р 与 至 少 一 条 黑 边 或 白 边 相 
邻 , 使 得 绕 这 个 顶点 的 边 颜 色 最 多 变化 两 次 ( 沿 圆 环 的 次 序 ). 

现在 我 们 以 p 点 为 中 心 以 e 为 半径 作 一 个 小 球 Se 与 Р ЖЗ, 
我 们 以 的 对 应 点 p! 为 中 心 也 作 一 个 同样 半径 的 球 S7, 与 P' 相交 . 
由 于 P P 的 各 个 面 全 等 , 并 且 我 们 选择 了 相同 的 半径 ©, TE S. 
与 S; 上 我 们 得 到 凸 球面 多 边 形 Q 和 Q' 使 得 相应 的 弧 也 有 相同 的 
长 度 . 

现在 我 们 对 Q 的 比 它 在 Q' 中 对 应 的 角 小 的 角 标 记 +, HUE 
EQ! 中 对 应 的 角 大 的 角 标 记 —. 也 就 是 说 , 当 把 О 移动 到 О", 标 


几何 


记 十 的 角 是 “打开 的 ", brid — 的 角 是 “关闭 的 ”而 所 有 的 边 长 和 没 
有 标记 的 角 是 相等 的 . 

从 对 p 的 选择 我 们 知道 以 p 为 顶点 的 角 总 要 出 现 记 号 + 或 
者 一 ,并 且 沿 圆 环 的 次 序 最 多 有 两 次 +/— 变换 . 如 果 只 有 十 或 者 =, 
那么 下 面 的 引 理会 推出 已 和 P 有 一 条 对 应 边 的 长 度 不 同 ,矛盾 ! 如 
Ж + 和 — 都 有 ,那么 有 一 条 两 条 边 中 点 的 “分 界线 " 把 所 有 + 和 一 
分 离 (因为 只 有 两 次 符号 变化 ). 再 用 下 面 的 引 理 , 我 们 可 以 推出 矛 
Ж. a 


Cauchy 的 手臂 引 理 . 
4e Q fo О 都 是 加 (平面 或 球面 jn 边 形 , 如 图 所 示 来 标记 ， 
4-1 


ag A 
Ф dn 
使 得 对 于 1 < i < n 一 1 有 对 应 边 的 长 度 Ga, qq; 成 立 , ЖА. 
对 于 2 < i<n 一 1 有 对 应 角 的 大 小 ui < о. 那么 那个 “ 剩 下 的 " 边 
的 长 度 满足 
qd. € Alh 
等 号 成 立 当 且 仅 当 对 所 有 2 «i «n—1, a; = o MRS. 


有 趣 的 是 , Cauchy 原来 对 于 引 理 的 证 明 是 错误 的 : 一 个 保持 边 
长 不 变 和 打开 的 角 连 续 的 运动 有 可 能 会 丢失 凸 性 一 一 见 图 ! 另 一 
方面 , Љ I. J. Schoenberg 给 S. К. Zaremba 的 信 中 得 到 的 引 理 和 它 的 
证 明 对 平面 和 球面 的 多 面体 都 是 成 立 的 . 


ш UEBB. 我 们 对 n 用 归纳 法 . п = 3 的 情况 很 简单 : 如 果 在 一 个 三 
角形 中 增加 两 条 长 度 固定 为 Ab 的 边 的 夹 角 ?, 那 么 对 边 的 长 度 c 
也 会 增加 . 这 可 由 如 下 公式 推出 :平面 情形 的 余弦 定理 

c = а? +b? — 2abcos^ 
和 球面 三 角形 的 相似 结果 


cosc = cosacosb+sinasinbcosy7, 


这 里 长 度 a,b,c 都 是 在 单位 球 的 表面 上 量 得 的 , 从 而 它们 的 值 在 [0, r] 
zl. 
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MES n » 4. 如 果 对 某 个 ie {2, n - 1) RIA ai = af, ЯБ 
么 对 应 点 可 以 被 从 q_i Bl aici, 以 及 从 qc, Bal, 的 对 角 线 被 分 
割 成 两 个 角 , 由 于 有 54 = di atas 由 归纳 假设 完成 了 证 明 .所 
以 我 们 可 以 假定 对 于 2 € i € n— 1, ABF ai < о. 

下 面 我 们 从 Q 出 发 作 新 的 图 8*: 我 们 把 Q 中 的 an-ı 用 使 Q* 
保持 凸 性 且 满 足 az , «o, , 的 最 大 可 能 的 角 oz, 来 代替 . 这 时 ， 
我 们 用 qz 代替 а, 保持 О 的 其 他 а, 和 边 长 、 角 度 不 变 . 

如 果 我 们 确定 能 选择 of, = o^, , 且 保 持 О" 的 凸 性 , 则 有 


qian < UI < 14h, 


其 中 的 第 一 步 用 到 了 n= 3 的 情形 , 第 二 步 用 到 上 面 的 归纳 假设 . 
否则 经 过 一 个 非 平凡 的 移动 后 可 得 到 


Фа > dd. (1) 
我 们 被 卡 在 了 qq 和 qz, 共 线 的 情形 , 此 时 
nu + 9195 = dads. (2) 


现在 我 们 比较 Q AQ’. 由 对 nn 的 归纳 (忽略 顶点 а, Al gi) 可 
以 发 现 


929% < GM: (3) 
因此 我 们 有 
س‎ 一 wem A. n anui Q وا‎ and 
qan 2 qad 2 Va- nh = UM > dida: 


其 中 (*) 只 是 三 角 不 等 式 , 而 其 他 关系 已 经 推出 . 口 


我 们 已 经 见 过 一 个 例子 表明 Cauchy 刚性 定理 对 于 非 耳 多 面体 
不 成 立 . 当然 这 个 例子 的 特点 是 : 有 一 个 从 一 个 多 面体 到 另 一 个 多 
面体 的 不 连续 的 “突变 ”, 保持 了 多 面体 所 有 的 对 应 面 全 等 而 二 面 角 
跳跃 式 突然 变动 . 所 以 我 们 可 进一步 地 问 : 


对 于 某 个 非 凸 多 面体 是 否 有 一 个 连续 变换 保持 各 个 面 的 平面 
性 和 全 等 性 ? 


人 们 推测 没有 可 三 角 剂 分 的 面 ,无 论 是 不 是 凸 的 , 允许 这 样 一 种 
变换 . 所 以 , Robert Connelly 在 1977 年 ——Cauchy 的 工作 出 现 160 
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P. 
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Klaus Steffen 构造 的 一 个 漂亮 的 可 弯 
曲 曲 面 的 例子 : 在 这 个 “裁剪 " 纸 模型 
Meee (RF TARA. 折 秋 这 张 三 
fil Ap t9 4C, 把 实 线 折 成 “山峰 ", 把 虚 
线 折 成 "峡谷 ” 边 的 长 度 分 别 为 5, 10, 
11, 12 和 17 个 单位 . 


多 年 以 后 , 举 出 的 以 下 反例 是 十 分 让 人 吃惊 的 : BERR TE R? 中 的 闭 
合 的 可 三 角 剖 分 的 球面 (没有 自 相 交 ), 通过 一 个 连续 的 保持 边 长 不 
变 并 保持 三 角形 的 面 全 等 的 变化 是 可 以 弯曲 的 . 


Cauchy 刚性 定理 蕴藏 了 更 加 令 人 吃惊 的 结论 : 直到 最 近 才 由 Con- 
nelly, Sabitov 和 Walz 证 明了 当 任 意 一 个 这 样 的 可 弯曲 曲面 运动 时 ， 
它 围 出 的 多 边 体 的 体积 不 变 . 他 们 的 证 明 本 身 也 是 漂亮 的 , 用 到 了 
代数 工具 (超出 了 本 书 的 范围 ). 
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多 少 个 ad 维 单纯 形 可 以 被 放 在 ва 中 , 使 得 它们 两 两 相 切 也 
就 是 说 它们 两 两 之 间 的 交 是 (4—1) 维 的 ? à 


这 是 一 个 古老 而 又 自然 的 问题 . 我 们 把 这 个 问题 的 答案 记 作 
J(d), 显然 我 们 有 f(1) = 2. 对 于 d = 2, 如 边 图 的 四 个 三 角形 组 
成 的 图 形 表明 f(2) > 4. 由 五 个 三 角形 组 成 的 两 两 相 切 的 图 形 是 不 
存在 的 , 否则 它 的 对 偶 图 便 是 一 个 Ks 的 平面 嵌入 , 由 前 面 的 章节 我 
们 知道 这 是 不 可 能 的 . 图 中 那个 有 4 个 三 角形 的 例子 就 得 到 了 Ka 
的 一 个 平面 画 法 . 从 而 f(2) >4 

f(2)=4. 

三 维 的 情况 下 , 很 显然 有 /(3) > 8. 如 边 图 的 8 个 三 角形 便 说 
明了 这 一 点 . 阴影 部 分 的 四 个 三 角形 连接 着 “ 画 出 的 平面 " 下 方 的 
某 一 个 点 т, 这 提供 了 在 此 平面 下 方 且 与 此 平面 相 切 的 四 个 四 面体 . 
同样 地 , 四 个 白色 的 三 角形 连接 该 平面 上 方 的 一 个 点 y. 这 样 我 们 
就 得 到 了 RS 中 的 八 个 两 两 相 切 的 四 面体 , 从 而 , f(3) > 8. 

1965 年 , Baston 在 一 本 著作 中 证 明了 f(3) < 9,Zaks 于 1991 年 在 CO) 78 
另 一 本 书 中 证 明了 


f(3) = 8. 
既然 有 了 f(1) = 2, f(2) = 4 以 及 f(3) = 8, 自然 地 便 有 了 如 下 推测 ， 
这 个 推测 最 早 由 Bagemihl 在 1956 年 给 出 . 
猜想 . 在 Ra 中 , 最 多 有 

f(d) = 24 
A d EÊ HE 98 983830. 

通过 合理 的 构造 , 我 们 不 难得 到 下 界 f(d) > 24. 这 些 构造 用 到 

了 仿 射 坐标 变换 , 并 且 由 Joseph Zaks [4] 利用 对 维 数 的 归纳 推出 了 
以 下 更 强 的 结论 . 
定理 1. 对 于 每 个 d 2 2, AR! 中 有 一 族 24 个 两 两 相 切 的 d- 单纯 形 ，“ 相 切 单 纯 形 " 
并 且 存 在 一 条 直线 经 过 每 个 单纯 形 的 内 部 . 
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W UB. 对 于 d = 2 的 情况 , 我 们 考虑 过 的 那个 含 4 个 三 角形 的 
族 确 实 存在 这 样 一 条 直线 经 过 每 个 三 角形 的 内 部 . 现在 考虑 任何 两 
两 相 切 并 且 有 一 条 直线 4 经 过 的 а 维 单纯 形 . 任何 与 4 足够 接近 
的 直线 L 也 经 过 了 每 个 单纯 形 . 如 果 我 们 选择 £ 与 平行 并 且 足 
够 接近 , 那么 在 每 个 单纯 形 内 部 都 有 这 两 条 平行 线 之 间 的 与 之 垂直 
的 (最 短 ) 连接 线段 . 直线 4 和 YL' 只 有 有 限制 的 部 分 在 每 个 单纯 形 内 
部 , 从 而 我 们 可 以 在 此 构 形 外 面 添 加 两 条 连接 线段 , 使 得 由 这 两 条 
外 部 的 连接 线 张 成 的 矩形 ( 即 它们 的 凸 包 ) 包含 了 所 有 其 他 的 连接 
线段 . BORE, 我 们 得 到 了 一 个 “梯子 ", 使 得 每 个 单纯 形 都 有 此 梯子 的 
一 个 梯 阶 在 它 的 内 部 , 而 梯子 的 4 个 端点 在 所 有 单纯 形 的 外 部 . 

现在 主要 步骤 便 是 通过 一 个 RI 到 R7 的 ( 仿 射 ) 坐标 变换 把 由 
梯子 围 成 的 矩形 变换 到 如 下 所 给 出 的 矩形 ( 半 正 方形 ): 


RY = ((z1,22,0,---,0)7:-1€« 21 <0;-1< z2 <1}. 


从 而 我 们 得 到 R 中 由 这 些 单纯 形 组 成 的 构 形 GEH X), z1- 轴 穿 
过 它 的 每 个 单纯 形 的 内 部 , 并 且 每 个 单纯 形 包含 了 此 直线 上 的 线段 


S'(a) = ((0,22,0,.--,0)7: 1€ z2 <1} 


在 其 内 部 (对 某 个 满足 —1 < a < 089 o), THR О TEMA ЈЕ H 
外 部 . 

现在 我 们 通过 把 第 一 个 构 形 作 关 于 由 zi = c2 给 定 的 超 平面 的 
反射 得 到 第 二 个 构 形 32. zz- 轴 经 过 了 X? 的 每 个 单纯 形 的 内 部 , 并 
且 每 个 单纯 形 包 含 线段 


S2(5) = {(21,8,0,--- 0)? ;-1< 2; <1} 


在 其 内 部 , 其 中 -1 < 8 < 0. 但 是 每 条 线段 S! (o) 与 每 条 线段 .3S2(D) 
相交 , 从 而 =? 的 每 个 单纯 形 内 部 与 22 的 每 个 单纯 形 内 部 相交 . 如 
果 我 们 增加 一 个 新 的 坐标 зат, FEA XOU 


{сопу(Р; U {—e4+1}) : Р; € €!) U {conv(P; U {ea41}) : Pj € D7}, 


那么 我 们 得 到 RA 中 的 一 个 两 两 相 切 (d + 1)- 单纯 形 的 构 形 . 
进一步 ,反对 角 线 


A= {(x,—2,0,--- ,0)" :z € R} C m4 


与 每 个 51(a) 和 S?(8) 中 线段 相交 . 我 们 把 它 “倾斜 "二 -点 , 得 到 一 
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条 直线 

Le = ((z-2,0,- ,0,ez) : ER} С Rd, 
对 于 所 有 足够 小 的 = > 0, 这 条 直线 与 忆 的 每 个 单纯 形 相交 . 这 样 便 
完成 了 我 们 的 归纳 . 口 


与 这 个 指数 下 界 截 然 相 反 , 紧 的 上 界 却 很 难得 到 . 一 个 简单 的 
归纳 推导 只 能 得 到 (分 别 考虑 一 个 相 切 的 构 形 中 的 所 有 超 平面 ) 
fd) < zd), 
这 离 定理 1 给 出 的 下 界 要 差 很 多 . 然而 , Micha Perles 发 现 了 一 个 “ 神 
A” 的 证 明 方法 将 这 个 上 限 大 大 降低 . 
定理 2. 对 所 有 d > 1 我 们 有 f(d) < 241. 
B iE. RI 中 给 定 > 个 两 两 相 切 的 d- RAE P,, Po, Pr А 
先 列举 出 由 Р, 的 面 张 成 的 不 同 超 平面 Н, Hz,… , Hg, 对 每 个 超 平 
面 任意 选择 一 个 正面 AY, 称 它 的 另 一 面 为 反面 H;. 
例如 , 对 于 二 维 的 + = 4 个 三 角形 , 如 边 图 所 示 我 们 得 到 s = 6 
个 超 平面 СМ d = 2 时 它们 是 边 ). 
由 这 些 数据 , 我 们 构造 一 个 B- HEM: 它 是 一 个 (r x s)- 矩阵 , 每 
个 元 素 如 下 取 自 (2-1, 71,0): 
+, ”如 果 P 有 一 个 面 在 Hj; 中 ,并 且 P; C Н}, 
-1， WRP, AAEH; h, JEP, C H7, 
0, WEP WEG MEH; P. 
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0 =r -1 
这 样 的 B- 矩阵 有 三 个 值得 注意 的 性 质 . 首先 , 因为 每 个 d- 单纯 形 
有 d+1 个 面 ,我 们 发 现 B 的 每 一 行 有 恰好 d 十 1 个 非 零 的 元 素 , 从 
而 有 s- (d +1) 个 零 元 素 . 98 —, 由 于 每 两 个 单纯 形 是 相 切 的 , 从 而 
对 任意 两 行 一 定 有 一 列 其 元 素 在 其 中 的 一 行 是 +1, 在 另 一 行 是 一 1. 
也 就 是 说 , 即使 我 们 不 考虑 零 元 素 这 些 行 也 是 互 不 相同 的 . 第 三 , В 
的 每 一 行 通过 

ле ДОН OLE (ж) 
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二 -一 


C- 矩阵 的 第 一 行 代表 了 阴影 中 的 三 
角形 , 第 二 行 对 应 了 一 个 半 平 面 的 空 
的 交集 . 点 m 对 应 了 一 个 不 出 现在 C- 
和 矩阵 中 的 向 量 (1, —1,1, 1, —1, 1). 


“代表 ”了 一 个 单纯 形 Р,. 现在 我 们 从 B 得 到 一 个 新 矩阵 С, Ж B 
的 每 一 行 被 蔡 换 成 把 这 一 行 的 零 元 素 变 成 +1 或 —1 的 所 有 可 能 的 
fj. BEAR B 的 每 一 行 有 s 一 d 一 1 个 零 元 素 , HH BA т fT, BHC 
有 2a-ir 行 . 

在 我 们 的 例子 中 , 矩阵 C 是 一 个 (32 x 6)- 矩阵 , 前 几 行 是 
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C 的 前 八 行 由 B 的 第 一 行 得 到 , 接 下 来 的 八 行 由 B 的 第 二 行 得 到 ， 

现在 的 关键 是 С 的 任意 两 行 都 是 不 同 的 : 如 果 这 两 行 是 从 В 
的 同一 行 生成 的 , 那么 原来 的 零 元 素 被 不 同 的 元 素 代替 ; 如 果 这 两 
行 是 从 B 的 不 同行 生成 的 , 那么 在 B 的 非 零 元 素 处 它们 便 是 不 同 
AY. 但 是 C 的 行 是 长 为 s 的 (+1)- 向 量 , 而 只 有 2* 个 不 同 的 这 样 的 
向 量 .由 于 ,G 的 行 互 不 相同 从 而 C 最 多 有 2° 行 , 也 就 是 说 ， 


272-15 шор, 


然而 , 不 可 能 所 有 的 ( 土 1)- 向 量 都 出 现在 C 中 , 这 可 导出 严格 不 等 
式 2*-4-1, < 2°, іт < 2. 为 了 说 明 这 点 , 我 们 注意 到 С 的 每 
一 行 代表 了 半空 间 的 相交 一 一 正如 同 B 的 行 通过 公式 (+) 一 样 . 这 
个 交集 是 单纯 形 Р, 的 对 应 于 В 相应 行 的 子 集 . 我 们 选 一 点 a € R^ 
不 在 任意 超 平 面 Н, 上 ,也 不 在 任意 单纯 形 Р, 中 . 从 这 个 点 æ 我 们 
得 到 一 个 ( 士 1)- 向 量 记录 了 对 每 个 j 是 有 ze Н} 还 是 ze НГ. іХ 
个 (E1)- 向 量 就 不 出 现在 C 中 (因为 根据 (+) 它 代表 的 半空 间 的 交 
集 包 含 x, 从 而 不 被 任 一 单纯 形 Р, 包含 ). п 
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每 一 个 足够 大 的 点 集 都 会 生成 钝 角 


1950 年 左右 , Paul Erd6s 提 出 了 如 下 猜测 : R^ 上 的 每 个 大 于 2° 
个 点 的 集合 一 定 会 产生 至 少 一 个 钝 角 , 也 就 是 说 , 一 个 严格 大 于 3 
的 角 . 换 句 话说, 任何 在 R7. 上 不 产生 钝 角 的 点 集 最 多 包含 24 个 点 . 
这 个 问题 被 荷兰 数学 会 列 为 “有 奖 征 答 ” 问题 , 但 是 只 得 到 了 d= 2 
fil a = 3 时 的 答案 . 

对 于 d=2 这 个 问题 很 简单 : 如 果 五 个 点 形成 了 一 个 凸 五 边 形 ， 
那么 总 是 有 钝 角 (事实 上 , 至 少 有 一 个 内 角 会 大 于 等 于 108°). BW, 
我 们 总 有 一 个 点 被 包含 在 一 个 三 个 点 组 成 的 三 角形 里 面 . 但 这 个 点 
能 通过 以 其 为 顶点 的 和 为 360? 的 三 个 角 “Ж А” 这 个 三 角形 的 三 条 
边 , 从 而 一 定 有 其 中 一 个 角 大 于 等 于 120°. (这 第 二 种 情况 也 包含 了 
三 点 共 线 的 情况 , 从 而 有 角度 1809). 


与 这 个 猜想 不 相关 的 另 一 个 问题 由 VictorKlee 在 几 年 之 后 提出 ， 
并 且 由 Erd5s 扩 展 . 这 个 问题 即 在 R 中 多 大 的 点 集 还 能 保持 下 面 
的 “对 径 ” 性 质 : 对 点 集中 的 任意 两 个 点 , 都 存在 一 条 带子 (由 两 个 
平行 的 超 平面 作 边 界 ) 包含 了 点 集 , 并 且 这 两 个 选 定 的 点 分 别 在 两 
个 超 平面 上 . 

在 1962 年 , Ludwig Danzer 和 Branko Griinbaum 同 时 解决 了 这 两 
个 问题 : 这 两 个 问题 的 上 限 和 下 限 都 是 24. 从 而 2% 同时 是 这 两 个 问 
题 的 答案 . 


接 下 来 , 我 们 考虑 AR) 点 集 S C R^, 它 的 凸 包 是 conv(S), 以 
ШАЖО c R^ (参见 第 8 章 有 关 多 胞 体 基 本 定义 的 附录 ). 假 
设 这 些 点 集 是 d 维 的 ,也 就 是 说 ,它们 不 被 任何 一 个 超 平 面包 含 . 称 
两 个 凸 集 接触 , 如 果 它 们 至 少 有 一 个 共同 的 边界 点 , 而 它们 的 内 部 
没有 交集 . 对 任何 集合 Q ERa 和 任何 向 量 в € R^, RINT +s H 
平移 体 位 + 8: € О}, ЖЬ, О — s APP BAK {1 — 8: x EQ}. 

不 用 担心 , 这 一 章 是 到 а 维 几 何 的 一 次 漫步 , 下 面 的 论证 并 不 
需要 “高 维 几 何 想象 ` 因为 它们 都 可 以 通过 三 维 空间 甚至 二 维 平面 
来 图 示 (因此 可 以 理解 ). 所 以 , 我们 的 几何 图 将 演示 二 维 的 情况 (此 
时 的 “ 超 平面 " 就 是 一 条 直线 ), 你 可 以 类 似 地 夯 出 d 二 3 的 图 (此 时 


几何 


的 “ 超 平面 " 是 一 个 平面 ). 
定理 1. 对 每 个 d, 我 们 有 下 面 一 串 不 等 式 : 
S C Ri, 对 任意 的 {si,8;,sk} CSA m 


8k) < 5 


24 < max { 


S C Rd 使 得 对 任意 两 个 点 {si,s;} C S 有 一 条 
带子 S(i,j) 包含 5, FE s; 和 sj 分 别 在 这 条 带 
子 的 两 侧 


#S d 
S C Rk E P :— conv(S) 的 平移 体 P — sj, } 
| 
| 


si € S X T 5] —^ 5, 但 仅仅 是 接触 

g|$ € R* 使 得 对 于 某 个 d HS BEAR Q C R^ 的 
平移 体 Q 十 si 两 两 接触 

S C RRMA TRA d 维 中 心 对 称 西 多 胞 
体 Q* C R^ 的 平移 体 Q* + ai 两 两 接触 


“| 
里 max {#8 
A 
{ 


= max #3| 


225 


ш 证明 .我 们 有 六 个 断言 (等 式 及 不 等 式 ) 需要 证 明 . 

(1) & S :— {0, 了 4 是 Rs 中 标准 单位 立方 体 的 顶点 集 , 选择 s;， 
sj Sk € S. 由 对 称 性 我 们 不 妨 假设 sj = 0 是 零 向 量 . 从 而 角度 可 以 
如 下 计算 : 


(Si, Sk) 
|sillsk| 


这 显然 是 非 负 的 . 从 而 SF |5| = 2° 并 且 没 有 钝 角 . 
(2) ШЖ 5 没有 钝 角 , 那么 对 于 任意 si,s; є S 我 们 可 以 定 
义 Hi; + 3; All Hij + 8; 为 平行 的 分 别 经 过 8; All 8; 的 超 平面 ， 并 
且 这 两 个 超 平面 与 边 [si, sj] EE. 这 里 
Hij = {a € в“ E (2; 8i—8;) = 0} 


是 经 过 原点 的 垂直 于 边 [si, s;] 的 超 平面 ,并 且 Hg + sj = {ax +8; : 
x € Hij} 是 经 过 sj 的 Hi 的 平移 体 . 从 而 Hij + s; M Hij +s; 之 间 
的 带子 包含 有 si 和 o; 以 及 使 得 alsi, 5; 0) 和 (s; si m) 都 不 是 
钝 角 的 所 有 点 ж € R7. 从 而 这 条 带子 包含 5 的 全 部 . 

(3) P 被 Н+ 5; 的 包含 Si 的 半空 间 包含 当 且 仅 当 Р-8) 被 Hij 
的 包含 si — ву 的 半空 间 包 含 : 如 果 我 们 以 同样 的 尺度 值 ( 即 -sj) 
同时 平移 对 象 和 半空 间 , 则 不 会 改变 “对 象 包 含 在 半空 间 中 ”的 性 


cos 1(8i, 8j, 8k) = 
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Ж. ЖИЙН, РФ Н, + si 的 包含 si 的 半空 间 包 含 当 且 仅 当 号 一 8; 
被 Hy 的 包含 sj 一 si 的 半空 间 包含 . 

将 这 些 性 质 放 在 一 起 , 我 们 发 现 多 胞 体 P 包含 在 以 Hy + si 
Al Hij + sj 为 边界 的 带子 中 当 目 仅 当 一 з; ЖР — з; TE Hij BF 
面 的 不 同 半空 间 中 . 

这 一 对 应 由 旁边 的 图 所 示 . 

进一步 , 从 s; € Р = conv(5) 我 们 有 原点 0 被 包含 在 所 有 平移 
Ж P з; (в; € S) 中 . 从 而 我 们 可 以 看 到 这 些 集 合 P 一 si 交 在 0, 但 
它们 只 是 接触 : 由 于 它们 在 对 应 超 平面 Hi 的 不 同 侧 , 它们 的 内 部 
互 不 相交 . 

(4) 这 个 我 们 很 容易 得 到 : “平移 体 两 两 接触 " 要 弱 于 “它们 交 在 
同一 个 点 ,并且 它 们 只 是 接触 ” 相似 地 , 我 们 可 以 减弱 条 件 , 设 Р у 
任意 一 个 R* 中 的 是 的 4d- 多 胞 体 . 更 进一步 ,我 们 也 许可 以 用 一 5 代 
# 5. 

(5) 这 里 “>” 是 平凡 的 , 但 这 一 点 并 不 是 我 们 感 兴趣 的 方向 . 我 
们 必须 从 构 形 5 CR? 和 任意 一 个 d- 多 胞 体 Q C R^ 入 手 使 得 平移 
Wk Q + s; (в; € S) 两 两 接触 . 我 们 断言 这 时 可 以 用 

Q':- (3(z-y) eR* :z,y EQ} 
代替 Q. 这 不 难 验 证 : 首先 .Q* 是 a 维 的 , 凸 的 , 中 心 对 称 的 . О" 一 
定 是 一 个 多 胞 体 ( 它 的 顶点 为 Ha: — a), 其 中 аа, 是 О 的 顶点 )， 
但 这 对 我 们 并 不 重要 . 

现在 我 们 要 证 明 Q + в; 和 Q + 8; 相 接触 当 且 仅 当 Q* + 8i 

Al Q* + s; 接触 . 为 此 我 们 跟随 Minkowski 注 意 到 ， 
(©"+8:) N (О* +8;) #2 
=> Jq a; aja) EQ: 109—4) + 8i = (9; = 47) + 8; 
=> 34,94,99 EQ: il * 47) + 8i = (9; +9) + 8; 
> 34,9; €Q:4,+ 8 = 49; + 5j 
«= (Qc s)n(Q-4sj;)7 92, 
其 中 在 第 三 个 (重要 的 ) “< 一 >” 时 我 们 用 到 每 个 gq € Q 可 以 被 写 
Ж а = 3(q + ч) KBB “+r, ЖН О 是 凸 的 , 从 而 得 到 tla, + 
аў), 209, + я?) € Q; 这 样 也 就 得 到 “=>”. 

AT Q BJ Q* 的 道路 (被 称 为 Minkowski 对 称 ) 保留 了 两 个 平移 

Wk Q +s: FI Q + s; 相交 的 性 质 . 也 就 是 说 ,我 们 证 明了 对 于 任意 凸 
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几何 


缩小 比例 为 去, 这 时 vol( P) = m2 


Ж Q, 两 个 平移 体 Q+si AIQ + s; 相交 当 且 仅 当 Q*+s; Al Q* + 8; 
相交 . 


下 面 的 性 质 表 明 Minkowski 对 称 还 保持 了 两 个 平移 接触 的 
性 质 : 

Q+si 和 @Q+si 接 触 当 且 仅 当 它们 相交 , 然而 对 任意 <> 0, 

О +з; fe Q +8; + £(5; — 8) FR. 

(6) {Ri Q" + s; AIQ + s; 接触 . 对 每 个 交点 


x € (Q* + 81) (Q* +85), 

我 们 有 
z-3s,€Q° fü z—5;€Q^, 

所 以 , 因为 Q* 是 中 心 对 称 的 ， 

8; — 2 = —(% — 33) €Q", 
进而 , HF Q* 是 凸 的 ， 

(si — sj) = 5 ((@ — 84) + (si — 2)) € Q”. 
WHER i, RIERA] Q* + s; 包含 1(s;-- 5;). 这 样 ,对 于 P := conv(S) 
我 们 有 
Pj := $(P + ву) = conv {2(8; - 8;): з: € S} CQ* + sj, 


从 而 Р, = 1(Р + si) 只 能 相 接触 

最 后 , 因为 所 有 点 si, 8; 和 &(si T 8j) 都 在 P P, 集合 P; 被 包 
ATE P rp (已 是 凸 的 ). 但 是 Р, у Р НАЛАН ИОТ Р P 
的 一 些 平移 体 . 所 以 当 缩小 比例 为 3 时 


vol(P;) = givol(P), 


因为 我 们 在 处 理 а 维 的 点 集 . 这 也 意味 着 最 多 有 24 个 集合 Р, 能 恰 
ША Р Ф, AT [S| < 24. 


这 样 便 完成 这 串 不 等 式 的 证 明 . 口 


ees 故事 还 没有 结束 . Danzer 和 Grünbaum 提出 了 下 列 问题 : 
如 果 要 求 所 有 的 角 是 锐角 而 不 只 是 非 印 角 , 也 就 是 不 允许 
直角 , 会 怎么 样 ? 
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他 们 构造 了 R^ 中 的 24 一 1 个 只 生出 锐角 的 点 , 想 证 明 这 样 是 最 好 
的 情况 . Griinbaum 证 明 这 对 于 d < 3 确实 成 立 . 但 是 仅仅 21 年 之 后 ， 
在 1983 ^E, Paul Erdős 和 Zoltan Füredi 证 明了 如 果 维 数 较 高 则 这 个 
猜想 是 错 的 ! 很 有 戏剧 性 . 他 们 的 证 明 是 显示 概率 论 方法 威力 的 极 
好 例证 , 参见 第 35 章 中 对 于 “概率 方法 ” 的 介绍 , 我 们 的 证 明 利用 
了 读者 David Bevan 给 出 的 比 原来 更 好 的 参数 设置 . 

定理 2. 对 每 个 d > 2, 存在 RI Ф 206(4) | 个 点 的 点 集 5 с 
(0, 1}4( 单 位 d- 立方 体 的 顶点 ) 使 得 这 些 点 只 决定 锐角 . 特别 地 , 当 
维 数 d= 34 时 有 一 个 72 > 2.34 一 1 个 点 的 点 集 只 决定 锐角 . 


EB. Ф т := L8 (25) 小 ,任意 挑选 am 个 向 量 
z(1),2(2),--- ‚2(3т) € {0, 1}4 


使 得 它们 的 坐标 为 0 或 者 1 并 且 是 独立 和 随机 的 , 两 种 的 概率 各 
为 1. (你 可 以 将 一 个 银币 投掷 3md 次 ; 然而 , 如 果 d 很 大 , 你 很 快 就 
ZRH.) 

由 上 面 可 知 每 个 由 0/1- 向 量 决定 的 角度 都 不 是 钝 角 . 三 个 向 
Ж w(i), x(j),a(k) 共同 决定 了 一 个 直角 顶点 z(j) 当 且 仅 当 标量 
Ж! (z(1)—2(j), x(k)—x(j)) 为 0, 也 就 是 ,如 果 对 每 个 坐标 2 有 т(ї),— 
zj) = 0 RK z(k), — x(j)e = 0. 此 时 ,我 们 称 (i, j, k) 是 一 个 坏 的 三 
AK. (如 果 z(i) = ж(ў) 或 者 z(j) = x(k), 那么 角度 是 不 定 的 , 从 
而 (i, j, k) 当然 是 坏 的 ) 

一 个 特定 三 元 集 是 坏 的 概率 是 (3)“: 事实 上 , 它 是 好 的 当 且 仅 
当 , 对 某 个 а 坐标 £, 我 们 有 


或 者 1(0), = m(k) = 0, 2(3), = 1, 
MA  r(),—zc(k) = 1, 2(3), = 0. 


这 让 我 们 在 8 种 可 能 性 中 有 6 个 坏 的 选择 . 而 一 个 三 元 集 是 坏 的 当 
且 仅 当 对 于 每 个 d 坐标 做 出 了 坏 的 选择 (以 3 的 概率 ). 

我 们 要 考虑 的 三 元 集 的 个 数 是 3(s 四 ,这 是 由 于 共有 (9m) 个 三 
元 集 , 并 且 对 于 每 个 的 顶点 有 三 种 选择 . 当然 , 不 同 三 元 集 是 坏 的 事 
件 是 不 独立 的 : 但 是 期 望 的 线性 性 ( 即 对 所 有 可 能 选择 取 平 均 , 见 附 
Ж) 得 出 坏 三 元 集 的 期 望 是 3 (37) (3)". 这 意味 着 — 也 是 概率 方 
法 显示 威力 的 地 方 — 一定 有 某 个 选择 使 得 最 多 3(am) (3)? 个 三 
元 集 是 坏 的 , 其 中 通过 m 的 选择 


3(7) (3)* < 3877 (2)4 = m3)" (3)* < m. 
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几何 


但 如 果 没 有 大 于 т 个 坏 的 三 元 集 , 我 们 可 以 从 3m 个 向 量 中 去 
掉 元 个 cli) 使 得 剩 下 的 2m 个 向 量 不 含有 坏 的 三 元 集 ,也 就 是 说 ， 
它们 只 生成 锐角 . a 


一 个 大 的 没有 直角 的 0/1 点 集 的 “概率 构造 ” 是 很 容易 实现 的 ， 
只 要 生成 随机 数 后 来 “ 掷 钱币 David Bevan 在 d = 15 的 情况 下 构 
造 了 一 个 31 个 点 的 点 集 只 生成 锐角 . 


附录 : 概率 论 中 的 三 个 工具 


现在 我 们 介绍 离散 概率 论 中 三 个 基本 的 工具 : 随机 变量 、 期 户 
的 线性 性 和 Markov 不 等 式 . 它们 将 被 多 次 用 到 . 
4 (Q,p) 为 一 个 有 限 的 概率 空间 , 也 就 是 说 , О 是 一 个 有 限 集 ， 
р = Prob 是 一 个 从 О 到 区 间 [0,1] 且 满 足 yea p(w) = 1 的 映射 . О 
上 的 一 个 随机 变量 X 是 一 个 映射 X : 0 — R. 我 们 在 像 集 上 通过 
^ 
pX-—2): Y, рш) 
X(w)—x 
定义 一 个 概率 空间 Х(О). +P HIRT (所 有 的 p(w) = D 以 
RX =“ 投 角 子 后 在 上 面 的 数字 ”就 是 一 个 简单 的 例子 . 
X 的 期 望 EX 是 可 能 的 平均 数 , Вр 
= 》 pw)X). 
wEN 
现在 假设 X 和 了 是 两 个 2 上 的 随机 变量 ,那么 和 XX 十 Y 也 是 一 个 
随机 变量 , 我 们 有 


Е(Х +Ү) 2,2) )س(‎ +Ү (ш)) 


li 


Унах (w) + > к E EX + EY. 


显然 这 可 以 被 推广 到 有 限 随 机 变量 的 线性 组 合 一 这 就 是 所 请 
的 期 望 的 线性 性 . 注意 这 不 需要 随机 变量 为 “独立 ” 的 假设 ! 

我 们 的 第 三 个 工具 涉及 只 取 非 负 值 的 随机 变量 X, 也 就 是 X > 
0.4 

Prob(X > a) = >} pw) 
ш:Х(ш)2а 

是 X 大 于 等 于 正 数 a 的 概率 . 那么 
ЕХ = у, p()X(w)* J p()X(» > a У rw), 


u:X(w)za w:X(w)«a uw X(w)2a 
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我 们 得 到 了 Markov REX > 
© 
Prob(X >а) < ЕХ. 9 
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Borsuk 猜想 


Karol Borsuk 1933 年 发 表 的 论文 《关于 n HE Euclid 球面 的 三 
个 定理 》 非 常 著名 , 因为 此 文中 包含 一 个 重要 的 结果 (由 Stanistaw 
Ulam 所 猜测 ), 即 现在 熟知 的 Borsuk-Ulam 定理 : 

每 一 个 连续 映射 了 : 5S4 一 RI 都 把 球面 54 的 两 个 对 径 点 映 

成 R? 中 的 同一 点 . 
Borsuk 的 论文 非常 著名 还 因为 在 论文 的 结尾 所 提出 的 一 个 问题 , 即 
所 谓 的 Borsuk 猜想 : 


具有 有 限 直 径 diam(S) > 0 的 任 一 集合 S C R4 是 否 可 以 划 
分 成 最 多 d 十 1 个 直径 更 小 的 子 集 ? 


这 个 界 d + 1 是 最 好 的 可 能 : 例如 车 S 是 一 个 正则 а 维 单纯 形 , 或 
者 恰 为 它 的 d 十 1 顶点 的 集合 , 则 它 的 任 一 使 直径 变 小 的 划分 的 每 
一 部 分 都 不 能 包含 多 于 一 个 的 单纯 形 顶 点 . 用 f(d) 表示 任 一 有 界 
E S c Re 划分 成 f(d) 个 直径 更 小 的 子 集 的 最 小 值 , 则 这 个 正则 单 
纯 形 的 例子 表明 f(d) > d +1. 

Borsuk 猜想 在 下 列 情形 下 已 被 证 实 ,车 5 是 一 个 球面 (由 Borsuk 
自己 所 证 ), 5 是 光滑 体 (利用 Borsuk-Ulam 定理 ); 或 者 d < 3, ------ ; 
但 对 一 般 情形 此 猜想 仍 未 证 出 . 现在 f (а) 的 最 好 的 可 用 上 界 是 OQded 
Schramm 给 出 的 , Oded Schramm 证 明了 对 足够 大 的 4 有 


f(d) < (1.23)", 


这 个 界 与 猜想 “f(d) = d+ 1" 相 比 看 起 来 比较 弱 , 但 是 当 Jeff Kahn 
和 Gil Kalai 在 1993 年 戏剧 性 地 给 出 了 Borsuk 猜想 的 一 个 反例 , 这 
个 界 突然 看 起 来 又 是 有 道理 的 . Borsuk 的 论文 发 表 60 年 后 , Kahn 
和 Kalai 证 明了 对 足够 大 的 4 有 f(d) > (1.2)У% 成 立 . 

后 来 , A. Nilli 给 出 的 Kahn-Kalai 证 明 是 一 个 天 书证 明 : 简短 且 
自 完备 的 , 它 在 维 数 а = 946 时 得 到 了 Borsuk 猜想 的 一 个 确切 反 


Karol Borsuk 


AM 


任 一 d- 单纯 形 可 以 PAR d + 1 4 
部 分 , 每 一 部 分 都 具有 更 小 的 直径 . 
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A. Nilli 


几何 


例 . 这 里 我 们 给 出 这 个 证 明 的 一 个 改进 , 是 由 Andrei M. Raigorodskii 
和 Bernulf WeiBbach 给 出 的 , 他 们 把 维 数 降 至 d = 561, 更 降 至 d = 
560. 现在 的 “纪录 ”是 d = 298, 由 Aicke Hinrichs 和 Christian Richter 
在 2002 年 所 得 到 . 

Ж. Ж q = p" 是 一 个 素数 舌 ,n := 4q – 2, ЖВа := (7) = (24 一 
1)(4q — 3). 则 存在 一 个 集合 S C {十 1, 一 1}4, CEAT RI 中 的 277? 
个 点 ,使 得 5 的 任 一 每 个 子 部 分 的 直径 都 更 小 的 划分 具有 至 少 


gn—2 


9—2 


С) 


i=0 


个 部 分 . 35 q= 9 时 它 推 出 Borsuk 猜想 在 维 数 а = 561 时 是 错误 的 . 
进一步 地 ,对 足够 大 的 d 有 f(d) > (1.2) 成立 . 


ш РАВ. 集合 5 的 构造 由 下 面 4 步 进 行 . 
(1) о ЖЖ, id п = 44-2, B® 


Q := {= € {+1,-1}":2 =1, #{i: zi; = 1р, 


则 集合 Q 含有 R 中 2"—2 个 向 量 . 我 们 将 会 看 到 对 所 有 向 量 r, y € 
ОЖ (z, y) 三 2(mod4) 成 立 . 我 们 称 x, y 为 近似 正 交 的 ,车 |(z,y)| = 
2， 我 们 将 要 证 明 每 个 不 包含 近似 正 交 向 量 的 子 集 Q' C Q 一 定 
是 "小 的 IQ'| < УЗО (^, 

(2) Q 出 发 ,我 们 构造 集合 


R := {aa™ : 2 € О}, 


它 含 有 27-2 个 秩 为 1 的 对 称 (nx n)- ERE. 我 们 把 它们 看 成 是 有 n? 

个 分 量 的 向 量 , 故 R С R. 我 们 将 证 明 这 些 向 量 之 间 的 夹 角 都 是 

锐角 : 因为 它们 具有 至 少 为 4 的 正 内 积 .进一步 地 , 若 R' с RR 不 包含 

内 积 最 小 值 是 4 的 两 个 向 量 , 则 | | dde dg: || < STE (77). 
(з) 从 R ER, 我们 得 到 一 个 RO) 中 的 点 的 集合 : 


S := ((zzT);.;:zz" € В}, 


其 中 点 的 坐标 是 相应 矩阵 的 主 对 角 线 下 方 的 元 素 , 同样 S 中 有 2^7? 
个 点 . 其 中 点 之 间 的 最 大 距离 恰 由 那些 近似 正 交 的 向 量 x,y Є.О 所 
得 到 . 我 们 得 到 比 S 的 直径 小 的 子 集 S' C 5 一定 是 “小 的 ": 15'| < 
Ek (" i ?) е 
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向 量 、 矩 阵 和 内 积 % 

在 我 们 的 符号 中 , 所 有 的 向 量 x,y,… 都 是 列 向 量 ; 它们 
РЕНА aT, y^, 自然 就 是 行 向 量 了 . 知 阵 乘积 zz7 是 | || 
秩 为 1 的 矩阵 , 这 里 (ze) = тту. 

设 z,y 为 列 向 量 , 则 它们 的 内 积 是 

(my) = mw = zy. op EPI MA 
i 

| : 1-1-1 1,-1 
我 们 也 需要 两 个 矩阵 X,Y є вх" 的 内 积 , KERI MER ae dom d 


成 长 为 n? 的 向 量 , 从 而 它们 的 内 积 为 = 1 1-1 1 
(X,Y) = Y ras. 
ij 


(4) 估算 : 从 (3) 我 们 看 到 对 于 5 的 每 个 直径 变 小 的 划分 都 需要 
至 少 


244—4 
个 部 分 . 所 以 
f(d) > max{o(q),d+1}, 对 于 4d = (2q - 1)(4q — 3). 


从 而 , 当 gla) > (24 — 1)(4q 一 3) + 1 8, 我 们 就 得 到 Borsuk 猜想 
ТЕ а = (2q — 1)(4q — 3) 维 空间 的 一 个 反例 . 

下 面 我 们 将 计算 出 g(9) > 562, 由 此 得 到 在 d = 561 维 空间 的 
一 个 反例 . 同时 , 我 们 还 有 


e 27A" 
g(a) > ag (5) М 
它 给 出 了 对 足够 大 的 d 来 说 的 一 个 渐进 下 界 f(a) > (1.2). 
(1) 的 细节 : 我 们 从 一 些 整 除 性 开始 . 
引 理 . 函数 P(z) := PS 是 一 次 数 为 gq 一 2 的 多 项 式 , 对 所 有 整数 2 


它 都 得 出 整数 值 . 整数 P(z) 可 被 pp 整除 当 且 仅 当 z 模 gq 不同 余 于 0 
或 1. 


Ga. X a = b z O(modq), 
R) a 与 b 有 相同 的 p- AFAR. 


Ш LER. ita = b+ зр", 其 中 心 不 
能 被 p" = q 整除 . 所 以 能 整除 b 的 任 
ЖЖ p^ 满足 < т, 从 而 p* 也 能 整 
ER a. + ЖУ a 和 6b 是 对 称 的 。 O 


几何 


ша 证 明 .为 证 明 此 结论 , 我 们 把 这 个 二 项 式 系数 写成 


z—2 z= 2()z - 3(۰ 2 一 0 十 1) 
Fo 
并 比较 其 分 母 和 分 子 的 p- 因子 的 个 数 . 因为 4 — 1 不 能 被 p 整除 , 
分 母 (4 — 2)! 所 具有 的 p- 因子 的 个 数 与 (gq = 1)! 的 相同 . 的 确 , 根 
据 边栏 处 的 断言 , 如 果 我 们 取 任 意 g 一 1 个 整数 , 每 一 个 都 取 自 不 同 
的 模 4 非 零 的 剩余 类 中 , 则 它们 乘积 与 (а — 1)! 有 相同 的 p- 因子 的 
个 数 . 

现在 若 z 同 余 于 0 或 (mod q), 则 分 子 也 是 这 个 样子 的 : 即 乘 
积 中 的 所 有 因子 都 来 自 于 不 同 的 剩余 类 , 而 不 会 出 现 的 类 为 含 0 的 
类 (а 的 倍数 ), 以 及 包含 -1 或 包含 +1 的 类 , 但 是 +1 和 —1 都 不 
能 被 p 整除. 所 以 分 母 和 分 子 具有 相同 的 p- 因子 个 数 , 从 而 商 不 能 
TE р 整除 . 

另 一 方面 , WH z x 0,1 (тойд), MW (+) 的 分 子 中 包含 一 个 可 
Жа = p" 整除 的 因子 , 同时 乘积 中 没有 两 个 因子 来 自 于 相 邻 的 两 
个 非 0 HRX: 一 个 代表 了 没有 p- 因子 的 数 , 而 另 一 个 代表 的 数 
的 p- 因子 个 数 比 q = р" 的 要 少 . 所 以 分 子 的 p- 因子 个 数 比 分 母 
的 p- 因子 个 数 要 多 , 故 商 可 被 p 整除 . a 

现在 我 们 考虑 不 包含 近似 正 交 向 量 的 任意 子 集 Q с О, RITE 
证 实 Q' 一 定 是 “小 的 ", 也 就 是 |@'| < SCE (7. 

断言 1. d my Ж О 中 不 同 的 向 量 , 则 1((т, y) +2) 是 一 

个 整数 , 所 在 范围 为 


-(«-2) < i((m9-2) < 4-1. 


因为 z ЖП y RAAT BK (—1)- 分 量 , 所 以 z y 中 不 同 的 分 
量 的 个 数 也 是 偶数 . 所 以 


(zy) = (44-2) 一 2#{i: ti A yi} = —2 (mod4) 


对 所 有 z,y € Q 成 立 , 即 (x, у) + 2) 是 一 个 整数 . 

由 z,y € (H1, 71)? RIMAE] —(4q — 2) < (z,y) < 4q — 2, 
BN —(g—1) < 1((т,у)+2) <q. AX z1 = y = 1 Hih m 7 —y 
所 以 下 界 中 的 等 号 是 永远 不 会 成 立 的 . 上 界 中 的 等 号 只 在 тж = yl 
成 立 . 

断言 2. 对 任意 ye Q 由 


i < 
Flz) = P(;((e,y)+2)) = C 5 


q—2 
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teh RHA q-2AnARA2),--: ,zn 的 多 项 式 满足 对 

任意 了 € Qly}, Fy (x) THR р KR, 2S т = y H Fyle) 

不 能 被 p Ж. 

LPIA FA PGK Fy (x) 是 一 个 整数 值 多 项 式 . 
对 于 z = у, RNA Fy(y) = 1. WF x 3 у, НАИ) F,(z) 不 
能 被 p 整除 当 且 仅 当 3 ((w, y) + 2) ASF 0 3X 1 (modq). 由 断言 1， 
这 只 有 当 1((2,у) +2) H 0 x 1, 即 当 (т, у) є {-2, +2} 时 才能 发 
AE. 所 以 这 时 z ЯП у 一 定 是 近似 正 交 的 , 这 与 Q' 的 定义 矛盾 . 

断言 3. n-1 SRA 25,2, 的 多 项 式 F,(c) 也 有 同 

样 的 结论 ; 其 中 Fy (x) 是 如 下 得 到 的 : 把 Fy (2) 展开 成 单项 

式 之 和 , 通过 替换 ту = 1, 以 及 对 1 > 1 替换 2? = 1 去 掉 变 

元 Zi, 并且 降 低 所 有 其 他 变 元 的 高 次 署 . SAA PF, (x) 的 次 

数 至 多 为 g 一 2. 

所 有 向 量 z e QC {+1,—1}" Е zı = 1 Ac? = 1. RE 
面 的 替换 并 不 改变 上 述 多 项 式 在 集合 О 上 的 取 值 . 当然 这 样 的 替换 
不 可 能 增加 多 项 式 的 次 数 , 所 以 Е, (к) 的 次 数 至 多 为 g — 2. 

断言 4. 这 些 多 项 式 Fy (x) 之 间 没 有 线性 关系 (具有 有 理 系 

数 的 ), 即 多 项 式 Fy(x), y € Q' EQ EX AME Ж. 特别 

地 , 它们 互 不 相同 . 

假设 存在 形 为 7, со ayFy(z) = 0 的 一 个 关系 使 得 系数 a, 不 
全 为 0. 通过 乘 一 个 适当 的 数 , 我 们 可 以 假设 所 有 的 系数 都 是 整数 并 
且 不 都 能 被 р 整除 . 但 是 对 每 个 ye Q', 取 值 = := y 可 得 ayF,(y) 
可 被 p 整除 , FERA Р, (у) 不 能 被 p 整除 , 我 们 得 到 ay 可 被 p 
整除 . 
断言 5. Q| 以 有 n 一 1 个 变 元 次 数 至 多 为 gq 一 2 且 无 平方 的 单项 式 
OK I? (^72) 为 上 界 

由 构造 知道 多 项 式 Fy 是 无 平方 的 : 即 其 中 每 个 单项 式 中 的 每 
个 变 元 的 次 数 都 不 大 于 1. 所 以 任 一 Е, (а) 都 是 n — 1 个 变 元 zz， 
… ,Tn 的 次 数 至 多 为 q — 2 无 平方 的 单项 式 的 线性 组 合 . 因为 这 些 
多 项 式 Fy (x) 是 线性 无 关 的 , 它们 的 个 数 (也 就 是 Q) 不 会 大 于 问 
题 中 单项 式 的 个 数 . 

(2) 的 细节 : zz7 的 第 1 列 是 ж, 所 以 对 于 不 同 的 zx € О 我 们 得 
到 不 同 的 矩阵 M(x) := zz7. 我 们 用 长 为 n? 的 分 量 为 тту 的 向 量 
KARNAGE, 简单 的 计算 
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M(z) = 


几何 


(M(z), M(y)) 


I 
D 


n 
>> Til ) (yivy;) 


(Sa) (Sm) = (my >4 


证 明了 M(z) 和 M(y) 的 内 积 取 最 小 值 当 且 仅 当 т, у € Q 是 近似 
正 交 的 . 

(3) 的 细节 : 用 U(z) € {+1,—1}4 表示 M (a) 的 主 对 角 线 下 方 
元 素 所 构成 的 向 量 . 因为 M(x) = zz7 是 对 称 的 且 主 对 角 线 上 元 素 
都 为 +1, 我 们 看 到 M(x) 4 M(y) 可 推出 U(x) # U(y). 进一步 地 ， 


ll 


4 < (M(z,M(y) = 2(U(z), (у) +n, 


即 


(U(@),U(y)) > -F +2, 


等 号 成 立 当 且 仅 当 т ЖП у 是 近似 正 交 的 . 因为 所 有 向 量 U(z) € 5 А. 
有 同样 的 长 度 (OC), Oe) = V (2), 这 意味 着 点 U(z), Uly) є 5 
之 间 的 最 大 距离 恰 在 = ЖП y 是 近似 正 交 时 出 现 . 

(4) 的 细节 : 对 于 gq = 9 我 们 有 9(9) ~ 758.31, Elid +1 = 
(3) +1 = 562 要 大 . 

为 得 到 а 足够 大 时 的 一 般 的 界 , 我 们 应 用 二 项 式 系 数 的 单调 性 
和 单 峰 性 以 及 估 值 n! > e(2)^ 和 ml < en(2)" (参见 第 2 章 的 附录 ) 


可 导出 
t3 /4g—3 44 (4g). e4q (42) 4 
> ( i ) «2 = ? a 39) ^" e (2)* c (20) 
2564 
E: € 4 y. 
从 而 我 们 可 得 到 
244-4 
J) > 94) = ج‎ 
25 


es 


5 e =) q 
64q? \16 
i=0 


基于 此 , 以 及 
d = (2q—1)(4q—3) = 54 + (9 – 3)(39— 1) > 542, аР З, 


суна > fh m (E) > 1.2032, 


第 15% Borsuk 猜想 


我 们 得 到 对 所 有 足够 大 的 а 成立 


vd va 
f(d) > 1541-2032) >. (Ley 口 


注意 到 当 g = 9 时 , R gla) = 758 比 维 数 d(q) = 561 要 大 得 多 ， 
只 取 满 足 vo) +231 +292 = 一 1 的 “四 分 之 三 "的 5 中 的 点 即 可 得 到 
一 个 维 数 为 560 的 反例 . 

Borsuk 猜想 对 d < 3 是 成 立 的 . 但 是 对 高 维 情形 Borsuk 猜想 
并 未 得 到 验证 . 与 之 相反 的 , 如 果 我 们 只 考虑 子 集 5 c {1, 一 1}4, 如 
上 面 所 构造 的 (参见 [8]), 直到 d = 8 时 Borsuk 猜想 都 是 正确 的 . 在 
这 两 种 情形 下 , 在 较 低 维 的 空间 中 找到 Borsuk 猜想 的 反例 都 是 可 
能 的 . 
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集合 , 函数 , 以 及 连续 统 假设 SIE SN 


19 世纪 后 半 叶 , Georg Cantor 所 建立 的 集合 理论 对 数学 产生 了 
深远 的 影响 . 正如 David Hilbert 所 说 “没有 谁 能 把 我 们 逐 出 Cantor 
为 我 们 建立 的 集合 理论 这 个 乐园 ”, 现代 数学 如 果 离 开 了 集合 的 概 

一 个 集合 的 “大 小 ”或 者 基 是 Cantor 提出 的 一 个 基本 概念 , RI] 
通常 用 | M | 来 表示 集合 M 的 基 . 对 于 有 限 的 集合 , 这 种 表示 是 显 而 
易 见 的 : 集合 的 基 就 是 集合 所 包含 的 元 素 个 数 . 例如 М 包含 有 nn 个 
元 素 , 我 们 就 说 M 是 一 个 nn 元 集 . 因此 M 和 N 两 个 集合 如 果 所 包 
含 的 元 素 个 数 相同 , 我 们 就 称 它们 有 具有 相同 的 基 , BU |M| = |N]. 

为 了 将 相同 基 的 概念 推广 到 无 限 集 , 我 们 将 运用 以 下 关于 有 限 
集 的 实验 给 予 我 们 的 启发 性 思想 . 假设 有 一 群 正 要 上 公交 车 的 人 们 . 
什么 时 候 我 们 可 以 说 坐车 的 人 数 和 车 上 空 座位 数 相等 呢 ? 很 简单 ， 
我 们 只 要 让 所 有 的 人 们 都 坐 下 , 如 果 每 个 人 都 找到 了 一 个 座位 , Н. 
没有 空 座 位 剩 下 , 当 且 仅 当 这 种 情况 下 , 我 们 可 以 说 由 坐车 人 组 成 ” Georg Cantor 
的 集合 与 车 上 座位 组 成 的 集合 具有 相同 的 基 . 换言之 , 两 个 集合 的 
基 相 等 , 当 且 仅 当 在 这 两 个 集合 之 间 存 在 一 个 双 射 . 

于 是 我 们 定义 : 任意 两 个 集合 (有 限 或 无 限 ) M 和 N 具有 相同 
的 “大 小 ”或 具有 相同 的 基 , SAE M FIN 之 间 存 在 一 个 双 
射 ， 显 然 , 相同 基 的 概念 是 一 个 等 价 关 系 , 我 们 可 以 给 每 个 具有 相 
同 基 的 集合 分 配 一 个 数 , 称 之 为 基数 . 例如 ,对 于 有 限 集合 我 们 得 到 
基数 0,1,2,… ,n, … 其 中 交代 表 交 元 集合 的 类 , 特别 地 , 0 表示 空 
4k o. 通过 进一步 地 观察 , 我 们 得 到 一 个 很 显然 的 结论 : 有 限 集合 M 
的 一 个 真子 集 总 是 比 集合 M 小 . 

当 我 们 考虑 无 限 集合 时 , 这 个 理论 就 变 得 非常 有 趣 了 (但 很 不 
ИЖ). 考虑 自然 数 集合 N = {1,2,3,...}. 如 果 一 个 集合 M 可 以 
与 N 建立 一 一 对 应 , 我 们 就 称 M 是 可 数 的 . 换 句 话说 , 如 果 我 们 
可 以 以 mi, ma,ma,--- 的 形式 列 出 M 中 的 元 素 , 则 我 们 就 称 M 是 
可 数 的 . 但 是 一 种 奇怪 的 现象 发 生 了 . 假设 我 们 把 一 个 新 元 素 z 加 
AN, W {т} 仍 是 可 数 的 , 因此 该 集合 与 N 具有 相同 的 基 . 
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Hilbert 旅馆 可 以 很 好 地 阐述 这 个 事实 . 假设 一 个 旅馆 有 可 数 个 
房间 , 标记 为 1,2, 3,…, 旅客 gi 住 在 i 房间 ,所 以 该 旅馆 被 全 部 预定 
T. 现在 一 个 新 旅客 z 要求 住 房 ,于 是 旅店 经 理 告 诉 他 : 对 不 起 , 所 
有 的 房间 都 有 人 住 了 . 新 来 的 旅客 说 , 没 问 题 , 只 需要 让 旅客 gi 搬 
到 房间 2, 旅客 go 搬 到 房间 3, 旅客 gs 搬 到 房间 4, 依 此 类 推 , 这 样 
我 可 以 住房 间 1. 令 旅馆 吃惊 的 是 这 个 方法 居然 起 效 了 (因为 他 不 
是 一 个 数学 家 ) , 他 竟 可 以 把 所 有 房客 和 新 房客 т 都 安排 住宿 ! 

现在 旅店 老板 明白 了 他 同样 可 以 给 另外 一 旅客 /、 另 一 个 z 等 
等 安排 住宿 . 特别 地 , 我 们 知道 不 同 于 有 限 集合 , ARRA M 存在 
与 其 有 相同 基 的 真子 集 . 事实 上 , 这 是 无 限 集 的 一 个 性 质 即 : 一 个 集 
合 是 无 限 的 当 且 仅 当 它 与 自身 的 某 个 真子 集 具有 相同 的 基 . 

让 我 们 抛 开 希 尔 伯 特 旅馆 来 看 看 我 们 熟悉 的 由 数组 成 的 集合 . 
整数 集 孔 同样 也 是 可 数 的 , 因为 我 们 可 以 以 (0,1, 71,2, 72,3, —3,---} 
的 形式 来 枚 举 Z. 更 令 人 吃惊 的 是 我 们 可 以 用 相似 的 方式 枚 举 有 理 
数 . 
定理 1. 有 理 数 集 @@ ЖЖ}. 


i # od T y ш 证明。 按照 边 图 所 示 将 正 有 理 数 Q 列 出 , 并 且 删 去 已 经 出 现 的 
лы UNE А Ж, 由 此 我 们 可 知 Q+ 是 可 数 的 . 同 理 我 们 将 0 放 在 Q+ 的 最 前 面 
= adi ЗАЎ ех 并 且 在 ?的 后 边 加 上 —2 4858] Q 也 是 可 数 的 .@ 可 以 按 如 下 方式 列 
3 3 3 3 出 : 

1 2 3 4 

Ad Q-(01-,2-23,-3.5-55-34-45,-3.) 0 
K 

ү 

! 以 下 陈述 给 出 了 另 一 种 解释 边 图 的 方式 : 

可 数 个 有 限 集 Mn 之 并 仍然 是 可 数 的 . 


事实 上 , 设 集合 Mn = {an1 an2, an3, ) ,可 以 如 下 列 出 有 理 数 集 : 


oo 
Ш M, = (a11,021,012, 013, 022, 031, 041, 032,023, 014, * } 
n=1 


让 我 们 进一步 探讨 Cantor 枚 举 所 有 正 有 理 数 的 方法 . 根据 边 图 
我 们 得 到 以 下 序列 : 


然后 我 们 得 删 去 重复 的 数 ,例如 : 弛 二 + 及 二. 


第 16 章 RA, 函数, 以 及 连续 统 假设 


但 是 , 最 近 Neil Calkin 和 Herbert Wilf 发 现 了 一 个 更 优美 、 更 系 
统 的 枚 举 方法 , 这 个 方法 保证 了 枚 举 过 程 中 不 会 出 现 重复 的 数 . 这 
个 新 的 枚 举 法 按 如 下 方式 开始 : 


这 里 第 ”个 有 理 数 的 分 母 等 于 第 (п + 1) 个 数 的 分 子 . 换言之 , 设 
(5(n)) „о 是 如 下 序列 : 


(1, 1, 2, 1, 3, 2, 3, 1, 4, 3, 5, 2, 5, 3, 4, 1, 5, +++), 


且 第 nn 个 分 数 是 b(n)/b(n + 1). 德国 数学 家 Moritz Abraham Stern 在 
他 1858 年 的 论文 中 第 一 次 研究 了 这 个 序列 , 这 个 序列 也 以 “Stern 的 
二 价 级 数 ” 而 著称 . 

我 们 怎样 得 到 这 个 序列 , 由 此 得 到 Calkin-Wilf 对 正 分 数 的 枚 举 
Wee? 考虑 边 图 中 的 无 穷 二 权 树 , 我 们 不 难 发 现 其 递归 性 质 : 

1 是 树 根 , Н 

。 每 个 结 点 + 有 两 个 儿子 : 左 儿子 是 os HILFE H, 

我 们 很 容易 检验 以 下 四 条 性 质 : 
(1) 树 中 所 有 的 分 数 都 是 不 可 约 的 , 即 如 果 2 出 现在 树 中 , 则 r+ 和 s 

是 互 素 的 . 

树 根 上 满足 上 述 性 质 , 然后 我 们 运用 归纳 法 . MR r 和 s 是 互 
AW, Wr Ar 5 EERE, s Arts he aR. 
(2) 每 个 在 树 中 出 现 的 不 可 约 分 数 工 > 0. 

我们 对 > + s 运用 归纳 法 . r +s = 2 的 最 小 值 是 2 Bt = + 

且 这 个 数 出 现在 树 根 . Ш r > s, 则 c5 归纳 地 出 现在 树 中 , 于 是 
我 们 得 到 作为 其 右 儿 子 . 相似 地 , 如 果 r < в, 则 —— 出 现在 树 中 ， 
且 工 是 其 左 儿子 . 
(3) 每 个 不 可 约 分 数 在 树 中 只 出 现 一 次 . 

这 个 证 明 类 似 于 上 述 证 明 . 如 果 三 出现 不 只 一 di Wr +s, 因为 
树 中 除了 根 结 点 之 外 其 他 结 点 上 的 数 具 有 形式 d <1 或 者 52 > 
1. 但 是 如 果 r > s 或 者 r < в, ucc dan Tie 
情况 . 

每 个 正 有 理 数 在 树 中 只 出 现 一 次 , 因此 我 们 可 以 一 层 一 层 地 从 
左 到 右 地 写 下 这 些 数 . 这 样 我 们 就 得 到 了 一 开始 列 出 的 序列 . 
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例如 , h(6) = 3, 分 别 有 如 下 三 种 表示 
6 一 4 十 2 

6=4+1+1 

6=2+2+1+1. 
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(4) 在 列举 的 序列 中 ,第 个 分 数 的 分 母 等 于 第 (n + 1) 个 数 的 分 子 . 
当 n = 0 或 者 第 nn 个 分 数 是 一 个 左 儿 子 时 , 这 个 性 质 成 立 . WE 
第 n 个 数 5 是 一 个 右 儿子 . 如 果 2 在 右边 界 , 则 s = 1, 且 其 后 面 的 
数 在 左边 界 并 且 分 子 为 1. 最 后 如 果 5 是 内 点 , Н. 5. 是 其 后 面 一 个 
分 数 , 则 工 是 т= 的 右 儿 子 , = oo 的 左 儿子 , 且 归 纳 地 二 = 的 
分 母 是 ZL 的 分 子 , 从 而 我 们 得 到 s = r. 
上 述 结论 很 漂亮 , 但 是 还 有 更 多 精彩 的 东西 . 以 下 是 两 个 很 自 
然 的 问题 : 
- 序列 ((п)) „о 是 否 有 某 种 特别 的 “意义 ”换言之 ,b(n) 是 否 等 
价 于 一 些 简单 的 东西 ? 
- 如 果 给 定 ,是否 存在 一 个 简单 的 方法 来 计算 它 后 面 的 数 ? 
为 了 解决 第 一 个 问题 , 我 们 计算 出 结 点 b(n)/b(n + 1) 的 两 个 儿 
УЕ b(2n + 1)/b(2n + 2) Fil b(2n + 2)/b(2n + 3). 根据 树 的 结构 
我 们 得 到 如 下 递归 式 : 


b(2n--1) = Ып) 和 b(2n + 2) = b(n) + b(n +1). (1) 


当 b(0) = 工时 ,序列 (b(m))n>0 由 (1) 完全 决定 . 

是 否 存在 一 个 “好 的 ”或 “已 知 ” 的 序列 满足 上 述 递 归 式 . 这 个 
问题 的 答案 是 肯定 的 . 我 们 知道 任何 一 个 数 可 以 唯一 地 表示 成 2 
的 不 同 短 的 和 一 一 这 就 是 п 的 二 进 制 表示 . n 可 以 写成 2 HES 
和 的 形式 , HEM 2* 至 多 出 现 两 次 , 这 种 表示 法 称 为 n 的 超 二 进 制 
表示 . 令 h(n) 是 数 n 的 超 二 进 制 表示 的 个 数 . 请 读者 验证 序列 h(n) 
满足 递归 式 (1), 所 以 对 于 所 有 的 有 b(n) = h(n) 成 立 . : 

顺便 提 一 下 , 我 们 已 经 证 明了 这 样 一 个 事实 : 令 5 是 一 个 不 可 
约 的 分 数 , 则 存在 一 个 整数 nn 满 足 "=h(n) 以 及 s = h(n + 1). 

以 下 我 们 来 考察 第 二 个 问题 . 从 二 权 树 中 , 我们 得 到 


+ x 
AS BA xm T. PA NE 
FFS 


rts x x+1 
5 


现在 我 们 运用 这 个 来 构造 一 个 更 大 的 无 限 无 根 三 权 树 ,如 下 图 
所 示 : 
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Pe р : M | ks ^ 
“лү A n fe 
м. EN ^ n 
S d n A АА А A 


PS "i А, А А, А ААЛАААААЙ 
A А m A^ АААААААА 


PAAR 


ТЕДЕН, 所 有 的 行 是 等 价 的 , 它们 都 表示 了 所 有 正 有 理 数 的 Calkin- 
Wilf 枚 举 (序列 从 额外 的 数 3 开始 ) . 
怎样 从 一 个 有 理 数 得 到 它 后 面 的 数 呢 ? 为 了 回答 这 个 问题 , 对 
于 每 个 有 理 数 r, 我 们 将 其 右 儿 子 标记 为 xz +1, 右 孙 子 标记 为 zx 十 2， 
依次 的 我 们 将 第 上 代 的 右 儿 子 标记 为 r+ к. 相似 地 , z 的 左 儿 子 
是 та, i 三 的 左 儿子 是 yy, HUC, x УВ к {ЖЕЛЕ E. 
现在 为 了 从 = = c 得 到 序列 的 下 一 个 有 理 数 f(z), 我 们 来 分 析 
一 下 边 图 所 示 的 情形 . 事实 上 , 我 们 考虑 无 穷 二 权 树 中 的 任何 非 负 y 
有 理 数 т, 它 是 某 个 有 理 数 y > 0 的 左 儿 子 的 第 k( > 0) 代 的 右 儿 A Мы 
FP, 同时 f(z) 是 同一 个 y 的 右 儿 子 的 第 к 代 的 左 儿子 因此 根据 wv 


ظا 
ol‏ 


у+1 
第 大 代 左右 儿子 的 公式 , FONTS ЯЛЕ rp ИТЕ ШЖК: ane у 
eae Cj 
KERMA k = lz| 表示 z 的 整数 部 分 , = (2) 表示 其 小 数 部 \ ў 
分 . 由 此 我 们 得 到 : 
Қа) = у+1 1 1 1 туу th I+ ori 


T+ky+l) Stk EFI |т+1—{т}` 


因此 我 们 得 到 由 有 理 数 x 求 其 后 继 有 理 数 f(z) 的 一 个 漂亮 公式 , 这 
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个 公式 是 最 近 被 Moshe Newman 提出 的 : 


1 
2 SO) = Сурт: 
构造 了 Calkin-Wilf 序列 


здө eee ee eee oe ee ae е... 


它 包含 每 个 正 有 理 数 愉 好 一 次 . 


в 枚 举 正 有 理 数 的 Calkin-Wilf-Newman 方法 还 有 一 些 其 他 值得 
Ted. 一 提 的 性 质 ， 例 如 , 也 许 一 个 人 会 问 如 何 快速 求解 序列 中 第 n ( 比 
; 如 元 = 106) 个 分 数 . 以 下 我 们 回答 了 这 个 问题 : 
为 了 得 到 Calkin-Wilf 序列 的 第 n 个 分 数 , 我 们 首先 将 n 
7 A 表示 成 二 进 制 数 n = (bebe-1...b1b0)2, 然后 在 Calkin-Wilf 树 中 
M2 = 2 开始 跟踪 由 二 进 制 数 决定 的 路 径 . XE bi = 1 表示 
a y y \, “选择 右 儿 子 ”, 即 “将 分 母 加 到 分 子 上 ”; 而 b = 0 表示 “选择 
左 儿 子 ”, 即 “ 将 分 子 加 到 分 母 上 ." 
А А А А 边 图 展示 了 由 n = 25 = (11001); 决定 的 路 径 : 因此 Calkin-Wilf 
序列 中 的 第 25 个 数 是 2. 读者 可 以 很 容易 地 找到 一 个 类 似 的 方法 来 
/ \ і \ / | j i ^ Д / \ Г, X 确定 一 个 给 定 分 数 ;二 进 制 表示 ) TE Calkin- Wilt 序列 中 的 位 置 n. 
现在 我 们 来 考虑 实数 了 及 . 它们 也 是 可 数 的 吗 ? 它们 是 不 可 数 , 并 
且 证 明 这 个 性 质 的 Cartor 对 角 线 方法 , 不 仅 是 所 有 集合 论 的 重要 基 
ah, 而 且 这 个 绝妙 的 证 明 是 出 自 于 数学 天 书 . 
定理 2. 实数 全 体 肥 是 不 可 数 的 . 


加 证明. 任何 一 个 可 数 集 M = (mimo, ma, } WFR N 是 至 多 
可 数 的 ( 即 有 限 或 可 数 ). 事实 上 , 只 要 按 M 中 同样 的 方法 列举 N Вр 
可 .因此 , 如 果 我 们 可 以 找到 R 的 一 个 不 可 数 的 子 集 , 则 就 证 明了 R 
是 不 可 数 的 . 我 们 考察 R 的 子 集 M = (0,1], 即 所 有 0 < r < 1 HIE 
ЗЕ т. 假设 M 可 数 , 则 M FIFI], A М = {rira ras) RAPE T, 
记 成 末尾 没有 无 穷 个 0 的 无 穷 十 进 制 表示 , 且 这 种 表示 方法 是 唯 
一 的 : 


Tn = 0.ал1 On24n3--- 


其 中 对 于 所 有 п Ali AT аы € {0,1,… ,9}. 例如 , 0.7 = 0.6999---. 
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考虑 如 下 二 维 无 限 数组 : 


тї = 0.411412013... 
T2 = 0.a21422423... 
Tr =  0.0510520n3..- 


对 每 个 n, 我 们 选择 bn € {1,۰۰ ,8} E bn 不 同 于 ann; 这 显然 是 可 以 
办 到 的 . 那么 b= 0.b1b2b3.….ba… 是 集合 M 中 的 一 个 实数 , 所 以 b 有 
一 个 标号 , 比如 b= rp. 但 是 由 于 bi 是 不 同 于 akr 的 , 所 以 bi 的 标 
号 不 是 re 这 就 产生 了 了 矛盾. 这 就 是 定理 的 证 明 ! п 


我 们 多 观察 一 下 实数 , 则 发 现 (0,1), (0, 1], [0,1) 和 [0, 1] 区 间 具 
有 相同 的 基 . 例如 , 我 们 将 证 明 (0, 1] 和 (0, 1) 具有 相同 的 基 , 如 下 定 
义 的 映射 可 以 证 明 这 个 结论 f : (0,1 — (0,1), £ — y: 


由 于 在 第 一 条 线 上 y 的 范围 是 3< y<1, 在 第 二 条 线 上 是 < y < 
4, 在 第 三 条 线 上 是 < y < 1, 依次 类 推 , 我 们 可 以 知道 映射 f 是 
双 射 . 

通过 考虑 边 图 的 中 心 映 射 , 我 们 知道 任何 两 个 区 间 (区 间 长 度 
KFS AAP) 具有 相同 的 基 . 更 进一步 : 任何 长 度 大 于 0 的 区 间 和 
实数 轴 R 具有 相同 的 基 . 为 了 证 明 这 个 , 我 们 考虑 弯曲 的 (0,1) 区 
间 , 以 5 为 中 心 将 其 映 满 М. 

因此 , 我 们 得 到 如 下 结论 : 任何 长 度 大 于 0 的 开 区 间 , 半 开 半 闭 
区 间 , 闭 区 间 (有 限 或 无 限 ) 具有 相同 的 基 , 并 记 此 基 为 c, ЗИ с 
示 连 续 统 ([0, 1] 区 间 有 时 也 被 称 作 连 续 统 ) . 


经 过 仔细 思考 , 我 们 也 许 能 够 得 到 有 限 和 无 限 区 间 具 有 相同 基 
的 结论 , 但 是 下 面 的 结论 明显 是 有 背 于 我 们 的 直觉 ， 
定理 3. HR 的 所 有 有 序 实数 对 构成 的 集合 及 2 ( 即 实 平面 ) 5 RR 
有 相同 的 基 . 


一 个 双 射 了 : (0, 1] — (0,1) 


SN 
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分 析 


W 证 明 . 我 们 只 需 证 明 任 何 有 序 实数 对 (2,0), 0 < zy < 1 可 以 
和 (0, 1] 区 间 建 立 双 射 . 这 个 证 明 仍然 源 于 数学 天 书 . 考虑 任 一 有 序 
BOT (x, y), 并 且 将 其 写成 如 下 无 终结 的 唯一 十 进 制 展开 形式 . 例如 : 
т = 03 «»0b.52 0077 08 -- 
y = 0009 2 05 1 0008 
按 上 述 方法 , 我们 通过 找 下 一 个 不 为 零 的 数字 可 以 将 zx 和 vy 的 十 进 
制 形式 分 成 一 系列 组 . 现在 我 们 先 写 下 z 的 第 一 组 , 再 写 下 y 的 第 一 
组 , 然后 写 下 z 的 第 二 组 , 依次 类 推 , 我 们 将 (n, y) 合并 成 є (0,1). 
因此 , 就 上 述 的 例子 , 我们 得 到 如 下 实数 : 


z = 0.300901 2 2 05 007 1 08 0008 --- 


因为 zx A у 都 是 无 限 十 进 制 小 数 , 所 以 通过 如 上 方法 得 到 的 2 也 是 
无 限 十 进 制 小 数 . 相反 地 , 从 z 的 无 限 十 进 制 展开 形式 , 我 们 也 可 以 
得 到 (x, y), 故 这 个 映射 是 双 射 , 故 定理 得 证 . n 


由 于 (z,y) 一 z--iy dt R 到 复数 С 的 双 射 ,我 们 得 到 结论 : 
IC| = |R| = c. 为 什么 |R?| = [IR] 这 样 出 乎 意料 呢 ? 这 是 因为 这 个 事 
实 有 背 于 我 们 关于 维 数 的 直观 理解 . CKHT 2 维 平面 R (归纳 地 ， 
一 般 的 n 维 空间 R) 可 以 同 1 维 实数 轴 IR 建立 双 射 . 因此 维 数 不 
是 双 射 下 的 不 变量 . 但 是 如 果 我 们 要 求 一 个 映射 和 这 个 映射 的 逆 都 
是 连续 的 , 这 种 情况 下 维 数 是 不 变 的 , 这 个 事实 是 由 Luitzen Brouwer 
最 先 证 明 的 . 

让 我 们 进一步 地 深入 思索 . 到 目前 为 止 , 我 们 有 了 相同 基 的 概 
D. 什么 时 候 我 们 会 说 M 至 多 和 N 一 样 大 呢 ? 同样 , 映射 是 解决 这 
个 问题 的 关键 . 设 |M| = та, |N| = n, 如 果 存 在 一 个 从 M 到 六 的 单 
射 ,我 们 就 说 基数 m 不 大 于 mn. 显然 , m < п 是 不 依赖 于 代表 集合 M 
和 的 选取 的 . 对 于 有 限 集合 , 这 个 概念 与 我 们 的 直观 理解 是 一 致 
的 : 一 个 т 元 集合 至 多 和 一 个 元 集合 一 样 大 当 目 仅 当 mm < п. 

现在 我 们 面临 一 个 基本 的 问题 . 我 们 知道 有 关 不 等 式 的 一 般 准 
则 对 于 有 限 基数 是 成 立 的 , 但 是 对 于 无 限 基数 是 否 成 立 呢 ? 特别 地 ， 
如 果 m < n, n € m АДЕЙИ m = n? 这 个 结论 并 非 显 而 易 见 的 : 给 
定 无 限 集合 M,N DIREH f: M — N 和 单 射 g:N — M, € 
们 不 需要 是 满 射 . 我 们 得 到 启发 , 也 许可 以 根据 以 上 两 个 单 射 构建 
一 个 从 M 到 NN 的 双 射 . 但 是 , 我 们 并 不 清楚 具体 的 对 应 关系 . 

1883 年 Cantor 宣布 的 著名 的 Schróder-Bernstein 定理 解 次 了 上 
述 问 题 . 这 个 定理 首先 是 被 Friedrich Schröder 证 明 的 ; Felix Bernstein 
在 一 段 时 间 之 后 也 证 明了 该 定理 . 接 下 来 的 证 明 出 现在 20 世纪 集 
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2 
合 论 天 才 Paul Cohen 的 一 本 小 册子 中 , Paul Cohen 因 解 决 了 连续 统 E 


假设 问题 而 闻名 于 世 (在 以 后 的 章节 中 我 们 会 来 讨论 这 个 问题 ) . 


“Schröder 和 Bernstein 在 画 画 ” 


定理 4. 如 果 两 个 集合 М Ж М 之 间 可 以 建立 到 对 方 内 的 单 射 ,那么 
Ф M 和 NN 之 间 存 在 一 个 双 射 , 即 |M| = INI. 

MERA. 我 们 首先 假设 M 和 NN 不 相交 一 一 如果 不是 , 我 们 可 以 用 
一 个 新 的 集合 去 替代 N. 

fH M 中 的 元 素 映 到 N,g 将 N 中 的 元 素 映 到 М. 一 种 将 这 个 
混乱 的 局 面 变 清晰 和 有 序 的 方法 就 是 将 M U 的 元 素 排列 成 许多 
Ж: 从 M 中 任 选 一 个 元 素 mo € M, 然后 将 f 作用 在 m E, 再 将 9 
作用 在 fim) E, 依次 类 推 我 们 可 以 得 到 一 条 链 . 如 果 mo 再 次 出 现 
在 链 中 , 那么 这 条 链 就 是 封闭 的 (情形 1) ; 也 有 可 能 这 条 链 是 无 限 
的 且 每 个 元 素 不 相等 . (由 于 了 和 9 是 单 射 的 , 我 们 知道 链 中 第 一 个 
出 现 的 重复 元 素 一 定 是 mo) 

如 果 一 条 链 无 限 重 复 下 去 , 我 们 试图 向 后 跟踪 它 : 如 果 mo 是 9 
的 像 , 则 将 mo 连接 到 д (mo). 然后 , WE g^ (mo) 是 f 的 像 , 则 
将 97! (mo) 连接 到 f- (g^! (mo)), 依次 类 推 . 这 样 会 出 现 其 他 三 种 
情况 : 向 后 跟踪 这 条 链 也 许 会 无 限 进行 下 去 (情形 2) , 也 可 能 在 一 
个 不 是 映射 g 的 像 M 的 元 素 处 停 下 来 (情形 3) , 也 有 可 能 在 一 个 不 
是 映射 三 的 像 N 的 元 素 处 停 下 来 (情形 4) . 

因此 MUN 被 划分 成 四 种 互 不 相交 的 链 , 这 些 链 中 的 元 素 可 以 
以 某 种 方式 标记 , 使 得 我 们 可 以 证 明 F: mi — n; 是 双 射 . 我 们 就 
以 上 四 种 情形 分 别 地 讨论 : 
情形 1. 2k +2 个 不 同 元 素 的 有 限 圈 (К > 0) 
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“最 小 的 无 限 基数 ” 


由 此 我 们 也 证 明了 一 个 早先 提 到 的 结 
Ж: 每 个 无 限 集 都 与 一 些 真子 集 有 相 
同 的 基数 . 


分 析 


f 


f g 
mo wn) e m — € тк——Е> ny 
9 


情形 2， 双 向 无 限 链 , 是 链 中 每 个 元 素 不 同 
f 9 $ g f 
۰.۰۰ حو‎ M —= Ту SM), —— nj حو‎ M2 一 一 二 一 


情形 3， 始 于 元 素 mo € M\g(N) 的 单 向 无 限 链 , 且 链 中 每 个 元 素 
不 同 
f 9 f 9 f 
mo —= no حو‎ Mi — Т] — mM 一 一 二 一 
情形 4.。 始 于 元 素 no € N\f(M) 的 单 向 无 限 链 , 且 链 中 每 个 元 素 
不 同 
9 f g f 
no سو‎ mo — = пу حو‎ M; 一 一 三 一 . 5 
关于 不 等 式 问 题 的 其 他 关系 式 呢 ?一 般 来 讲 , 如 果 m < n Hm z 
n, 则 我 们 规定 m < п. 我 们 知道 任意 两 个 基数 m 和 nm 以 下 三 种 情 
形 至 多 有 一 个 成 立 : 


m<n,m=n,m>n 


事实 上 , 基数 定理 指出 以 上 三 种 情形 有 且 仅 有 一 种 成 立 . (参见 本 章 
附录 中 命题 2. ) 

进一步 , Schröder-Bernstein 定理 还 告诉 我 们 关系 < 是 可 传递 的 ， 
ВЕН m < n fil n < p 我 们 可 以 得 到 m < p. 因此 , 基数 可 以 排 成 一 
个 始 于 有 限 基 0,1, 2,3,--- 的 线性 序列 . 根据 Zermelo-Fraenkel 公理 
系统 (特别 地 , 选择 公理 ), 我 们 可 以 容易 知道 任何 无 限 集 M 包含 一 
个 可 数 的 子 集 . 事实 上 , M 包含 一 个 元 素 , 设 为 mi. 集合 M\{mi} 非 
а (因为 М 是 无 限 的 ) , 故 其 含有 元 素 т». 考虑 集合 M \ (mima), 
我 们 可 以 知道 ms 的 存在 性 , 依次 类 推 . 所 以 , 可 数 集 的 基 是 最 小 的 
无 限 基 , 通常 我 们 用 No 表示 , 读 作 “aleph zero". 

作为 对 于 任意 无 限 基 m 有 No < m 的 一 个 推论 ;我 们 可 以 很 
快 证 明 对 于 任意 无 限 基 m 的 “ 希 尔 伯 特 旅店 ”问题 , BU, 对 于 任何 
ERRE M, 有 |M U {r} = |M]. 事实 上 , M BETEN = 
[mi,ma,ma,---). 现在 我 们 将 т 映 到 mi, mi 映 到 ma, 依次 类 推 ， 
Н. MAN 中 的 元 素 映 到 自身 . 这 样 就 给 出 了 M 和 .AM U {а} 之 间 的 
双 射 . 

作为 Schréder-Bernstein 定理 的 另外 一 个 结果 我 们 可 以 证 明 N 
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的 所 有 子 集 构成 的 集合 P(N) 的 基数 是 c. 要 证 明 这 个 结论 , 我 们 只 
需 证 明 P(N) ез = (0, 1|: 以 下 例子 建立 了 一 个 单 射 


f:P(N)\{2} — (1), 4 7107, 


icA 
同时 
g:(0,1] — P(N)\{O}, 0.bbabs... ке {bi10':ieN} 


定义 了 另 一 个 方向 上 的 单 射 . 


到 目前 为 止 ,我们 知道 基数 0,1,2,.… No, Н кїй e KF No. 
МОЕ |Q| = No 到 肛 的 基 | 民 |=c 之 间 的 空缺 引出 了 如 下 间 题 : 
c= [R| 是 否 是 紧 接 No 后 的 无 限 基 ? 
当然 , 现在 我 们 面临 着 一 个 问题 : 是 否 存 在 一 个 更 大 的 基数 , 或 
者 Ni 是 否 有 意义 . 它 的 确 有 意义 一 一 在 本 章 的 附录 中 我 们 有 一 个 
简要 证 明 . 
c = № 就 是 著名 的 连续 统 假设 定理 .许多 年 以 前 , 连续 统 假 
设 是 最 具 挑战 的 数学 难题 之 一 . 最 后 由 Kurt Gödel 和 Paul Cohen 给 
出 的 答案 让 我 们 触 碰 到 逻辑 思想 的 极限 . 他 们 证 明 c = Ni 是 不 依赖 
于 Zermelo-Fraenkel 公理 系统 的 , 就 像 平行 公理 是 不 依赖 其 他 欧 几 里 
得 几何 公理 一 样 . 在 集合 论 中 既 存在 c = Na 的 模型 , 也 存在 c AN 
的 模型 . 
鉴于 这 个 事实 , 一 个 有 意思 的 问题 是 : 是 否 存在 其 他 等 价 于 连 
续 统 假设 的 情形 (比如 从 分 析 上 考虑 ) . FERE, 寻求 一 个 分 析 上 的 
例子 是 很 自然 的 想法 , 因为 历史 上 Cartor 集合 论 的 第 一 个 重要 的 应 
用 就 是 出 现在 分 析 中 ,特别 是 复 变 函数 理论 . 以 下 我 们 将 给 出 一 个 例 
子 ,这 个 例子 优美 旦 简洁 的 解 是 由 Раш Erdős 给 出 的 . 1962 年 , Wetzel 
提出 了 如 下 问题 : 


A {fa} 是 复数 域 上 两 两 不 同 的 解析 函数 族 ， 且 满足 对 于 任 
4 2 EC 集合 {fa(z)} = £ TAK (Pp, 要 么 有 限 要 么 TH); 我 
们 把 这 个 性 质 称 作 (Pp). 


LERMAN HE SR TAR 


出 人 意料 地 , Erdős 很 快 地 证 明了 这 个 是 依赖 于 连续 统 假设 的 . 


分 析 


定理 5. 如 果 с > №, 则 对 于 任意 满足 (Po) 80 Sd {fa} TK 
的 . 另 一 方面 , de c — №, 则 存在 满足 性 质 (P5) 且 基 为 c 的 函数 
Ж {fa}. 


为 了 证 明 这 个 结论 , 我 们 需要 关于 基数 和 序数 的 一 些 基 本 事实 . 
对 于 不 太 熟 悉 这 部 分 内 容 的 读者 可 以 参见 本 章 附 录 , 其 中 列 出 了 所 
有 必要 的 结果 . 


m 定理 5 的 证 明 .假设 c > Ni. 我 们 要 证 明 对 于 任意 基数 为 Ni 的 
解析 函数 族 {fa}, 存在 一 个 复数 zo 使 得 所 有 Ni 个 у (го) 的 函数 值 
是 不 同 的 . 因此 , 如 果 一 个 函数 族 满足 (Po), 则 它 是 可 数 的 . 

为 了 证 明 这 个 , 我 们 将 运用 有 关 序 数 的 知识 . 首先 我 们 根据 Ni 
的 初始 序数 wi 将 函数 族 {fa} 良 序 化 . 根据 附录 中 的 命题 1 我 们 
知道 这 个 指标 集 包含 了 所 有 比 wi 小 的 序数 a. 接 下 来 我 们 要 证 明 
由 满足 a < 8 < wi 的 点 对 (а, p) 构成 的 集合 的 基 是 КМ. 因为 任 
BB < wi 是 一 个 可 数 的 序数 , 故 对 于 每 个 固定 的 8 , 由 点 对 (a, 8), 
a < B 构 成 的 集合 是 可 数 的 . 对 Ni 个 8 SRIF, 根据 附录 中 的 命题 6 
我 们 知道 由 点 对 (a, 8), a < 8 构成 的 集合 基 是 N. 

对 于 a < p, 考虑 如 下 集合 : 


S(a,b) = {z EC: falz) = fa(z)}- 


我 们 要 证 集合 Sla, 8) 是 可 数 的 . 为 了 证 明 这 个 结论 , 我 们 考虑 复 
平面 上 以 原点 为 圆心 , 以 上 = 1,2,3,--- 为 半径 的 圆 С. ШЖ fo 
和 fa 在 Ck 中 有 无 限 个 点 相等 , 则 由 著名 的 解析 函数 定理 我 们 知 
iB f, 和 fs 是 恒 等 的 . 因此 , fa 和 fs 只 在 每 个 Cy 中 有 限 个 元 素 
上 相等 , 从 而 它们 只 在 至 多 可 数 个 点 上 函数 值 相 等 . RNS s := 
Uses Sla, B). 由 于 每 个 集 Sla, p) 是 可 数 的 , 同样 由 命题 6, 我 们 知 
道 5 与 Ni 具有 相同 的 基 . 从 而 我 们 得 到 结论 ;这 是 因为 C 的 基 是 с, 
且 由 假设 知 e 比 Ni EK, 故 存在 一 个 不 属于 S 的 复数 z 使 得 每 
个 fa(zo) 的 值 都 是 不 相同 的 . 


接 下 来 我 们 假设 c= Ni. 考虑 实 部 和 虚 部 都 为 有 理 数 的 复数 p 十 
iq 构成 的 集合 D C C. 由 于 对 每 个 p 集 合 {p 二 ig :ge Q} 是 可 数 的 ， 
W р Запри. 进一步 地 , D 是 C 中 的 稠密 集 : 复 平 面 中 的 任何 开 区 
域 包含 р PHU. > {za :0 < a<w} 是 C 的 一 个 良 序 排列 . 现在 
我 们 要 构造 Ni 个 不 同 的 解析 函数 构成 的 函数 族 (fo :0 < 8 < wi} 
使 得 下 式 成 立 

当 a <B 时 fe(za) € D. (1) 
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任何 这 样 的 函数 族 满足 条 件 (Po). 实际 上 , C 中 的 每 个 点 > EC 对 
应 于 一 个 指标 , BON 2 = za. 现在 ,对 于 任何 6 > а, {f(za)} 的 函数 
值 存在 于 可 数 集 DD 中 . 因为 a 是 可 数 序数 , SE û < a 的 fs 
至 多 只 有 可 数 个 {fa(za)}. 同样 , 所 有 函数 值 的 集合 {fa(za)} 也 至 
多 是 可 数 的 . 因此 如 果 我 们 能 构造 出 满足 (D 的 函数 族 {fa}, WE 
理 的 第 二 部 分 就 得 证 了 . 

我 们 通过 超 限 递归 法 来 构造 {fo}. 我 们 可 以 选择 任意 解析 函数 
作为 fo, 比如 令 其 为 常数 函数 . 假设 对 于 8 < 我们 已 经 构造 出 fa. 
因为 7 是 一 个 可 数 序数 , 我 们 可 以 将 (fa : 0 < 8 < y) 记 成 一 个 
序列 gi1,g2,g3,…. {za : 0 € a < 的 同样 排列 也 可 以 得 到 一 个 
序列 wy, wa, wa, -. 对 于 每 个 п, 我 们 现在 可 以 构造 满足 如 下 条 件 
的 f: 

fus) єр H fy (Wn) F gn(wy). (2) 

第 二 个 条 件 保 证 了 所 有 函数 f, (0 < у < wi) 是 不 同 的 , 且 仅 第 一 个 

条 件 就 可 以 推出 (Po). 注意 到 条 件 方 (un) Æ gn(wn) 又 是 一 次 对 角 
为 了 构造 fy 我 们 记 下 


(2) := = +e, — wi) + e(z = w1)(z — we) 


+ €3(z — wi)(z — we)(z — wa) +-+- . 


Ж у 是 有 限 序数 , 则 f, 是 一 个 多 项 式 , 故 其 是 解析 的 , 上 且 我 们 可 
以 找到 数 e; 使 其 满足 条 件 (2). 现在 我 们 考虑 y 是 可 数 序数 的 情形 ， 
则 


f(2) = X enl = wi) (2 = wa). (3) 
n=0 


注意 到 sw (m > п) 的 值 对 fy (wn) 的 值 没有 影响 , 因此 我 们 可 
以 一 步 一 步 地 选择 en. 如 果 序 列 (en) 很 快 地 收 伍 到 0, 则 (3) 定义 
了 一 个 解析 函数 . 最 后 , 因为 D 是 稠密 集 , 我 们 可 以 选择 这 样 的 序 
列 (en) 使 得 f, 满足 要 求 (2), 这 样 我 们 就 完成 了 定理 5 的 证 明 . c 


附录 : 基数 与 序数 

首先 我 们 来 考虑 对 于 每 个 基数 是 否 存在 紧 接 其 后 的 另 一 个 更 
大 基数 的 问题 . 我 们 先 证 明 对 每 个 基数 m, 都 存在 比 其 大 的 基数 n. 
我 们 同样 用 Cantor 对 角 化 法 则 来 证 明 这 个 问题 . 


ees de 


Aa d 
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滨 踊 步 沉思 无 穷 问 题 时 , 看 到 一 个 小 
孩 试 图 用 一 个 小 贝壳 把 海水 畜 空 的 故 
¥...” 
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分 析 


ВЈ N = {1,2,3,--} HN = 
{1,3,5,--+ ,2,4,6,---} 不 是 相似 的 : 
第 一 种 排列 中 只 存在 一 个 没有 前 导 的 
元 素 , 而 第 二 种 排列 中 存在 两 个 这 样 
的 元 素 . 


i M 是 一 个 集合 , 则 由 М 所 有 子 集 构成 的 集合 P(M) Ш M 
大 .将 me M 对 应 {т} € P(M), 我 们 知道 M 可 以 和 P(M) HIF 
集 建立 双 射 , 根据 定义 有 |M| < |Р(М)|. 我 们 还 得 证 明 P(M) 不 能 
和 M 的 子 集 建立 双 射 . 否则 , 设 p : У 一 P(M) EM N CM 
到 P(M) 的 双 射 . 考虑 N 中 满足 如 下 性 质 的 子 集 U: 任何 UV 中 的 
元 素 不 包含 于 其 在 映射 o 的 像 里 , 即 U = (me N: m g e(m)). Al 
为 e 是 双 射 ; 故 存在 € N 使 得 plu) = U. 现在 ,要 么 有 ueU 要 
么 ugU, 但 是 两 种 情况 都 是 不 可 能 发 生 的 . 事实 上 , ШЖ u c U, 则 
H U 的 定义 我 们 知道 ¢ el = U; 男 一 方面 如 果 w g U = plu), 
ll] u € U, 从 而 产生 矛盾 . 

读者 很 可 能 看 过 这 样 的 证 明 . 有 一 个 古老 的 关于 理发 师 的 难题 
讲 的 就 是 这 样 的 问题 :“ 如 果 一 个 理发 师 帮 助 所 有 不 给 自己 剃 胡子 
的 人 剃 胡子 , 那么 这 个 理发 师 会 给 自己 剃 胡子 吗 ? 

为 了 得 到 更 进一步 的 理论 , 我 们 引进 Cantor 提出 的 又 一 伟大 的 
概念 , 序 集 和 序数 . ШЖ < 关系 在 集合 M 中 有 传递 性 , 且 对 于 M 
中 任意 两 个 不 同 的 数 a Alb 要么 a <b 要 么 b < а, WM 可 以 
根据 < 关系 排序 . 例如 , 我 们 可 以 根据 数量 关系 将 N НЕЛЕ, Вр N = 
{1,2,3,4,…}, 但 是 我 们 还 可 以 从 反方 向 将 N HEFEI N = {--- , 4,3, 
2,1), 或 者 我 们 也 可 以 通过 先 列 出 奇数 再 列 出 偶数 得 到 另 一 种 排序 
方法 ,N = {1,3,5,--- ,2,4,6,---}. 

这 里 有 一 个 重要 的 概念 . 如 果 一 个 序 集 的 每 个 非 空子 集 有 第 一 
个 元 素 , 则 称 该 集合 是 良 序 的 . 因此 上 述 N 的 第 一 种 和 第 三 种 排列 
都 是 良 序 的 , 而 第 二 种 排列 不 是 . 基本 的 良 序 定理 是 从 公理 (包括 选 
择 公理 ) 得 到 的 , 它 说 的 是 : 任何 一 个 集合 都 存在 一 个 良 序 排列 . 从 
现在 开始 我 们 考虑 的 集合 都 是 赋予 了 一 个 良 序 的 集合 . 

如 果 在 两 个 良 序 集 M 和 N 之 间 存 在 保持 序 关系 的 双 射 p, ВШ, 
№ т< ni 可 以 推出 (т) < (п), WER M 和 是 相似 的 (或 具 
有 相同 序 型 ). 显然 地 , 任何 同一 个 良 序 集 相 似 的 序 集 其 本 身 也 是 良 
序 的 . 

相似 性 是 一 种 等 价 关系 , 因此 序数 a 是 属于 一 类 相似 集 的 . 对 
FARE, 任何 两 种 排列 都 是 相似 良 序 排列 , 且 我 们 用 序数 n KK 
IR n 元 集 . 根据 定义 , 我 们 知道 两 个 相似 集 是 具有 相同 基数 的 . РЧ 
此 ,序数 a 的 基数 |а| 这 样 的 说 法 是 有 意义 的 . 更 进一步 , 我 们 知道 
任何 一 个 良 序 集 的 子 集 在 原 良 序 排列 诱导 的 排列 下 也 是 良 序 的 . 

正如 我 们 对 基数 做 的 讨论 一 样 , 我 们 现在 要 比较 序数 的 大 小 . 
4 M 是 一 个 良 序 集 , m e M, Д Mm = (re М:ж<т}&Н т 
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确定 的 (初始 ) TER. 如 果 存 在 m 使 得 NN = Mm, W N J& M AY 
分 割 集 . 因此 , 特别 地 我 们 有 , 如 果 m 是 M 的 第 一 个 元 素 , 则 Mm 
是 空 集 . MERIO и Al o 分别 是 良 序 集 M 和 的 序数 . ШЖ М 
I] N 的 一 个 分 割 集 相似 , 我 们 就 称 и tE v h, u < v. 根据 传递 性 ,我 
ITA u< v, v < 二 可 以 推出 4 < 因为 在 一 个 相似 映射 下 一 个 分 
割 集 是 映 满 男 一 个 分 割 集 的 . 

显然 对 于 有 限 集 , m < п 和 一 般 意 义 上 的 大 小 是 等 价 的 . 我 们 
用 ш 表示 由 大 小 关系 排序 得 到 的 N = {1,2,3,4,…} 的 序数 . Ж 
虚 任 意 有 限 n 的 分 割 集 Ni, 我 们 有 n < ш. 接 下 来 我 们 将 证 明 
对 于 任意 无 限 集 的 序数 a FER w < a 成立 FRE, MRE 
限 良 序 集 М 有 序数 a, W M 包含 第 一 个 元 素 mı. 集合 М\{т1} 
包含 第 一 个 元 素 ma, 集合 Mmm} 包含 第 一 个 元 素 mas. Ф 
续 这 种 操作 , 我 们 得 到 M 中 的 序列 mi < ma < ms < ---. 如 
果 М = {m,m ms, °}, W) M E N AAW, BF a = w. 男 二 方面 ， 
如 果 MN (mi, ma, - - - } EIER H, 则 其 包含 第 一 个 元 素 т, 则 我 们 知 
il N 相似 于 Mn 的 分 割 集 , 由 定义 我 们 知道 w < a. 

现在 我 们 要 陈述 三 个 关于 序数 的 基本 结果 (由 于 证 明 比 较 简单 ， 
我 们 在 这 里 不 给 出 证 明 ). 第 一 个 结果 陈述 了 所 有 序数 /都 有 一 个 
标准 的 良 序 集合 代表 W. 


命题 1. 邻 儿 是 一 个 序数 且 用 IT 表示 比 几 小 的 序数 构成 的 集合 , 则 
以 下 两 点 成 立 : 

(i) ROW, 中 的 元 素 两 两 可 以 比较 . 

(ii) 如 果 我 们 根据 大 小 关系 将 Wu, 排序 , 则 W, 是 良 序 的 且 其 序数 


Ж иц. 
命题 2. 任何 两 个 序数 и 和 vw 满足 且 仅 满足 以 下 条 件 之 一 ; uc v, 
nu — v, RA uv. 
命题 3. 任何 序数 构成 的 集合 (根据 序数 大 小 关系 排序 ) Ж RUF 6. 


说 了 这 么 多 序数 的 问题 , 让 我 们 回 到 基数 的 问题 上 来 . m 是 
ЖЖ, Н Om 表示 所 有 满足 ul = m 的 序数 构成 的 集合 . 根据 命 
题 3, 我 们 知道 在 Om 存在 一 个 最 小 的 序数 wm 我们 将 其 称 为 m 的 
初始 序数 . 举 个 例子 ,w 是 基数 No 的 初始 序数 . 

有 了 上 述 准 备 , 我 们 现在 可 以 证 明 本 章 的 一 些 基 本 结果 了 . 


命题 4. 对 于 任何 基数 m, 存在 紧 接 其 后 的 更 大 的 基数 . 


{1,2,3,+-+} 的 序数 比 
-++ ,2,4,6,---} 的 序数 更 小 . 
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WP ШЕВА. 我 们 已 经 知道 存在 比 m 更 大 的 基数 n. 考虑 所 有 比 m X 
(AE CH JL С EL Kc 至 多 和 nm 一 样 大 .我 们 将 每 个 ps 大 与 其 
初始 序数 wp 联系 起 来 . 在 这 些 初 始 序数 中 存在 一 个 最 小 的 序数 ( 命 
题 3), 则 这 个 对 应 的 序数 就 是 JC 中 最 小 的 序数 , 因此 它 是 紧 跟 m 之 
后 的 更 大 的 序数 . 


命题 5. LIRR M 的 基数 是 m, 根据 初始 序数 wm 使 其 良 序 , 则 М 
没有 最 后 一 个 元 素 . 


Big. 事实 上 , 如 果 M 有 最 后 一 个 元 素 т. 则 分 割 集 Mm FF 
Wu c wm A lul = m, RRS wm 的 定义 矛盾 了 . 


我 们 最 后 需要 的 是 一 个 比 可 数 个 可 数 集合 之 并 是 可 数 的 这 个 
结论 更 强 的 结果 . 下 面 我 们 考虑 的 是 任意 可 数 集 族 . 


命题 6. Ж {Ac} 是 由 可 数 集合 A, 构成 的 基数 为 m 的 集合 族 , 其 
Tom ZAM, MH UA. 的 基 至 多 是 m. 


WEBB. 我 们 可 以 假设 Aa 是 两 并 不 相交 的 , 因为 这 样 只 会 使 U Aa 


的 基数 增加 . 设 M 是 基 为 |M| = m 的 指标 集 , 且 根 据 初始 序数 wm 
将 其 良 序 化 . 我 们 用 可 数 集合 Ba = {bar = a, ba2, baa, ) KEME 
每 个 a € M, 并 且 根据 w 将 Ba 排序 , 称 这 样 得 到 的 新 集合 是 М. Ж 
EXIF a < BAT bai < ba; 以 及 i < j F bai < baji W M thd BUF 
的 . 4 n J& M 的 序数 . 因为 M ЖМ 的 子 集 , 由 前 面 的 一 个 结论 我 
(AGH и < д. Ш и = p, I М ЖИМ М, HANE и <, M AR 
似 于 М 的 分 割 集 . 因为 M 的 序数 wm 没有 最 后 一 个 元 素 (命题 5)， 
我 们 知道 M 在 两 种 情况 下 都 是 相似 于 可 数 集合 Ba 的 并 , 故 两 者 具 
有 相同 的 基 . 

余下 的 证 明 就 比较 简单 了 . В о: UBs — M 是 二 个 双 射 且 
4 (Вв) = (a1,02,03,:--)- Ж Aa; 去 替代 mi 并 且 考 虑 并 ША... 
因为 U Aa, 是 可 数 个 可 数 集 之 并 ( 故 可 数 ) , 我 们 知道 By 和 U Aa, 
有 相同 的 基 . 换言之 , 对 于 所 有 8. 在 Bs MU Aa, 存在 一 个 双 射 , 所 
VA v JEM U Bs BU Aa 的 双 射 .但 是 ,wp-! 给 出 了 从 到 or 
的 双 射 ,所 以 (U Aal = m. 
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不 等 式 颂 


分 析 中 充满 了 不 等 式 , Hardy, Littlewood 和 Pólya 的 名 著 《 不 等 
式 》 是 一 个 很 好 的 见证 让 我 们 挑 出 两 个 最 基本 的 不 等 式 以 及 它们 
各 自 的 两 个 运用 , 看 一 看 George Pólya 所 认为 的 最 佳 证 明 . 

我 们 的 第 一 个 不 等 式 是 由 Cauchy, Schwarz 以 及 Buniakowski 独 
立 证 明 的 . 


定理 I (Cauchy-Schwarz 不 等 式 ) 
it (a, b) EREZ V 65 AAR (6,3 Jal? := (a, a)). 那么 


(a,b)? < |аЫ? 


SEE ONE а,Ь c V 都 成 立 , 其 中 等 式 成 立 当 且 仅 当 a fob дА 
相关 的 . 


m uEBB. 下 面 的 (民间 的 ) 证 明 也 许 是 最 短 的 . 考虑 变量 т 的 二 次 
方程 

[za + Ы? = т?|а|? + 2z(a, b) + |Ы. 
我 们 可 以 假设 a > 0. WR b = Xa, 则 显然 有 (a, b)? = Ja[?|b[?. 55— 
方面 , 如 果 a All b 是 线性 无 关 的 , 则 对 于 任意 x A [ra + bi? > 0, A 
此 判别 式 (а,Ь)? — laj?]b|? 是 小 于 0 的 . о 


我 们 下 个 例子 是 关于 调和 平均 值 、 几 何平 均值 以 及 算术 平均 值 
的 不 等 式 : 


SHU (调和 、 几 何 和 算术 平均 值 ) 
Dm, ,an 是 正 实数 , 则 


n of e Uttan 
prr N Me on me 1 


а\ an 


两 边 等 式 成 立 当 且 仅 当 所 有 的 а; 相等 . 


B 证明. 以 下 漂亮 的 非 标准 归纳 证 明 是 Cauchy 给 出 的 (参见 [7]). 
用 Pin) 表示 上 面 的 第 二 个 不 等 式 , 它 可 以 写成 以 下 形式 : 
a Eu ا اا‎ 


0102: * s «( 
n 


2r 


对 于 n= 2, 我们 有 araz < (21322)? <> (a1 — a3)? < 0, 故 第 二 个 不 
等 式 成 立 . 现在 我 们 分 下 列 两 步 进 行 : 

(A) P(n) => P(n — 1) 

(B) P(n) Н Р(2) => P(2n) 

显然 , 由 此 可 以 推出 结论 . 


为 了 证 明 (A), 令 А := S ames WY 
k=1 


п—1 > 


n 
n 


n-1 ў п-1 

а, 

故 有 Па < 47 = (E 9 | 
k=1 n—1 


对 于 (B), 我 们 有 


a- (i i 2) L Qu GE 9) 


k=n+1 


2n аку 2n 2n 2n 
P(2) — Qk 
< (& n) = (ё ) я 
2 2n 


等 式 的 条 件 是 非常 容易 导出 的 . 
通过 考虑 L, а, 我 们 得 到 左边 关于 调和 平均 值 和 几何 平 
均值 的 不 等 式 . a 


W 另 一 个 证 明 . 在 算术 一 几何 平均 值 不 等 式 的 许多 其 他 的 证 明 
中 (专著 [2] 列 出 了 至 少 50 种 ) , 让 我 们 来 看 看 最 近 才 由 Alzer 给 出 
的 一 个 惊人 的 证 明 . 事实 上 , 这 个 证 明 可 以 推出 更 强 的 不 等 式 ; 对 于 
TERES a; animis ,pn BE pi 二 1, 有 如 下 不 等 式 成 立 : 


aia .--а?" < ра poaa +۰۰۰ pnan. 


让 我 们 用 A 表示 右边 的 表达 式 , 用 С 表示 左边 的 表达 式 . 我 们 可 
以 假定 а < … € an. Жа < С < an, 因此 必 存 在 某 个 大 使 
fi ay € G < аку. 从 而 得 到 

A E исо 

Daf (ig) +55 nafa t>o w 
EJ Z 


Es i=k+1 
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2 
因为 每 个 被 积 函数 都 是 大 于 0 的 . 重 写 (1), 我 们 得 到 "Sy, 
i i Ке 
1 " 1 2 
=dt > sf z dt, 
dP / a Dp / > 
其 中 左边 等 于 E 
о; = 
>; Pi G = G IE 1, 
而 右边 等 于 


P» — log G) = tos]T а? – 1086 = 0. 

i=l i=1 
我 们 得 到 各 一 1> 0, 这 正 是 A > С. 对 于 等 式 情形 , (1) 中 的 所 有 积 
分 都 必须 是 0, 这 蕴含 着 al =... = an = С. a 


我 们 的 第 一 个 应 用 是 Laguerre 给 出 的 (参见 [7]) 关于 多 项 式 根 
的 位 置 的 一 个 漂亮 结果 . 


定理 1. 设 多 项 式 т" + a, i277! +--+ ao 的 所 有 根 都 是 实数 , 则 这 
些 根 都 分 布 在 以 如 下 两 数 为 左右 端点 的 区 间 内 : 


an-1 , n—1 2n 
二 "X. 
т Q51 nce 2 


ШР. T y 是 一 个 根 上 且 yis yni 是 其 他 的 根 , 则 多 项 式 可 以 
"EH (x — y)(@ — yn) °° (ж 一 yn-1). 因此 通过 比较 系数 我 们 得 到 


~an-ı = у+у +: + Yni, 


y(yi + yn) + У wis, 
i<j 


an-2 


从 而 


n-1 


à .,—204-2- V? = 》 y. 
i=1 
将 Cauchy 不 等 式 运用 到 (yi, - -- ,yn_1) 和 (1,… ,1) E, 可 以 得 到 : 
(an-i uy? = (my: + Vai)? 


n=l 
€ (n—1) Уи = (п – 1)(a2. , — 2a, 2 — y?), 
=] 


或 者 


2an-1 2(n — 1) n—2 
YS yt Se ee A an-ı <0. 
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(xo, Yo) 


24 


故 y (和 所 有 的 yi) 都 在 上 述 二 次 方程 的 两 根 之 间 , 且 它 们 的 根 就 
是 界 . o 


从 抛物 线 的 一 个 基本 性 质 开 始 , 我 们 来 看 看 第 二 个 应 用 . 考虑 zx = 
-1 和 z= 1 之 间 的 抛物 线 f(z) = 1 一 z?. 我 们 将 f(x) 与 其 切 三 角 
IG Alin AE TEX AK (如 图 所 示 ). 

我 们 发 现 阴影 部 分 的 面积 4 三 广 ,(L 一 22)dz 等 于 4, 且 三 角形 
的 面积 了 AUER RESF 289. 062 = 3 Н 5 = 3. 

在 一 篇 精彩 的 论文 中 , Paul Erd6s 和 Tibor Gallai 提出 这 样 一 个 
问题 : 设 f(z) 是 -1 < x < 1 上 满足 f(x) > 0 的 任意 n 次 实 多 
MA, HA /(—1) = f(1) = 0, 这 种 情况 下 会 发 生 什 么 ? A 的 面积 
Ж fii f(x)dz. 假设 f(z) 在 (—1,1) 内 达到 的 最 大 值 是 5 则 R= 
2f(b). 计算 f(x) 在 —1 和 1 处 的 切线 ,得 到 (参见 下 列 方 框 中 的 内 
$5: 

T = 2f'(1)f'(-1) 
rA- РС) 
4 f'0) sk f'(-1) 208, A T =0. 


(2) 


ї 


切 三 角形 S v 


INTEL HE yo, 其 中 (ro vo) 是 两 条 切线 的 交点 ， | 
ACTEUR y = fi) + 1) Aly = f'e = 1), Pt 


_ FOTE 
ar m s E 


Lh. GL EEE 
E сер 


一 般 而 言 ; 对 于 TRI S EFT IEF LA. 为 了 阐述 这 个 , 我 们 
& f(z) = 1 — z?^, WT = 2n, A = py CT > n. 类 似 地 ,R=2 
H & = 22:15 n 趋 于 无 穷 时 该 值 为 工 

但 是 Erdős 和 Gallai 证 明了 对 只 有 实数 根 的 多 项 式 才 存 在 这 样 
的 界 . 


定理 2. + f(z) -ARA RR n 2 QKKSAA, 满足 在 开 区 


$113 mI 


M|—1«z«1.EH f(z) >0 AR f(—1) = f(1) = 0. 那么 
2 2 
3T < A < Fu 

BORA BH п = 2 时 两 种 情形 的 等 号 成 立 . 


Erdős 和 Gallai 用 一 个 非常 复杂 的 归纳 证 明了 这 个 结论 . 1940 
年 , 在 Mathematical Reviews 的 第 一 期 的 第 一 页 关于 他 这 篇 论文 的 评 
ЖИР, George Pólya 解释 了 第 一 个 不 等 式 怎样 还 可 以 由 几何 一 算术 
不 等 式 得 到 , 这 篇 评论 的 严谨 认真 堪 称 范例 , 同时 也 是 一 个 天 书证 
明 . 


ШТ<А 的 证 明 . AW f(x) 只 有 实数 根 , 且 所 有 根 都 不 在 区 间 
(—1,1) A, 该 多 项 式 可 以 被 写成 ( 除 在 最 后 删 去 的 正常 数 因子 之 外 ) 
以 下 形式 


f(z) = (1-2) [о - 2) [[(6; +2), (3) 
JEP ai > 1,8; 2 1. t | 
А = / (1 — 22) Пе 一 了) Ile + z)dz. 
BFR P — | 
A= Jo — 2") IT +2) Iles = z)dz, 
J ‹ 


因此 根据 算术 一 几何 平均 值 不 等 式 (注意 到 乘积 中 的 所 有 因子 都 > 
0) 


А. = fil ac Mes IIE + 
a- ep +2) 16-2) Jaz 
> j Q- 2) (По? - 2) TI? = 25) ae 
owl a j 
> f (12) (Ie? - TIG? - 0) "a 
= (He 09-20)", 


arawi- 
Fin-rco- 


1 
= f resina), 
F 


分 析 


让 我 们 计算 /'(1) 和 /'(—1). GRIITRTEHBHSE /'(—1), /'(1) A 0, 因为 
如 果 了 全 =0 则 不 等 式 2T < А 就 变 成 了 平凡 形式 . ) 根据 (3) 我 们 看 
到 
f) = 2 Цо - DTG +1), 
i j 


且 类 似 地 
f'(-1) = 2 По +1) 06 - 1. 
i 7 
因此 我 们 得 到 结论 
A > 20-07 (0), 
在 —f'(1) 和 f(1) 上 运用 调和 一 几何 平均 值 不 等 式 , 根据 (2) 
我 们 得 到 结论 : 
FE NE 
^ FR  370)-fC) 3" 
通过 分 析 不 等 式 中 等 号 成 立 的 情形 , 读者 很 容易 得 到 定理 的 最 后 
部 分 . 口 


请 读者 自己 寻找 定理 2 中 第 二 个 不 等 式 的 类 似 证 明 . 


当然 , 分 析 学 毕竟 就 只 讨论 不 等 式 , 但 图 论 中 存在 一 个 运用 不 
等 式 而 得 到 出 乎 意料 的 结论 的 例子 . 我 们 将 在 第 32 章 中 讨论 Turán 
定理 . 如 下 是 其 最 简单 的 形式 : 
定理 3. KG 是 一 个 具有 п 个 项 点 且 其 中 没有 三 角形 的 图 A 
么 ,G 至 多 有 = 条 边 且 等 式 成 立 当 且 仅 当 п 是 偶数 且 G 是 完全 
二 部 图 Kn/2n/2 
m 第 一 个 证 明 , 这 个 运用 Cauchy 不 等 式 的 证 明 是 Mantel 给 出 的 . 
S G WM EIE V = {1,… an} URE E. 用 d; 表示 顶点 i MEE, 
因此 Dicey di = 2|Е| (参见 双重 计数 那 章 ). 设计 是 一 条 边 . 由 于 G 
没有 三 角形 , Tel AGB d; +d; < п, 因为 没有 顶点 同时 与 i 和 j 相连. 


从 而 有 以 下 结论 : 
3J (di + dj) < nlBl. 


ijcE 
注意 到 а, 在 和 里 只 出 现 di 次 , 因此 我 们 得 到 
n|E| 2 Y (di*dj) = Dod, 


ijEB ieV 


第 17 章 FFA 


且 将 Cauchy 不 等 式 运用 到 向 量 (di,… ,dn) 和 (1,…… ,1) E, A: 
(oa)? _ 4[EP 
n|E| > og > ЗЫ = =, 


n 
icev 
故 得 到 结论 . 关于 等 式 情形 , 对 任意 i j 我 们 得 到 d; = d; , 进一步 
i di = 2 (AH di + d; = n). HF С 是 没有 三 角形 的 , 故 可 以 立即 
得 到 G= Ky /2,n/2: a 


m 第 二 个 证 明 . 这 个 用 算术 平均 值 和 几何 平均 值 的 证 明 是 一 个 民 
间 的 天 书证 明 . 令 o 是 最 大 独立 集 4 的 基数 , AS 6 = n — a. 由 
于 С 是 没有 三 角形 的 . 顶点 i 的 邻 点 构成 了 一 个 独立 集 , 我们 推断 
出 对 于 任意 i 有 d; € о. 
基数 为 8 的 集合 B = V\ 4 与 G 中 的 每 条 边 都 相遇 .根据 В 中 
的 顶点 来 数 G 的 边 数 , 我 们 得 到 E| < Liep di. 由 算术 一 几何 平 
均值 不 等 式 我 们 得 到 : 
а < Da < ap < (225 


icB 2 


=| 5, 


并 且 同 样 地 , 等 号 情形 是 易 证 的 . 
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关于 多 项 式 的 P6lya 定理 第 18 章 % 


在 George Pólya 对 分 析 所 作 的 诸多 贡献 中 , Erd6s 最 喜欢 以 下 结 
论 ,一 方面 是 因 其 出 乎 意料 的 结果 , 另 一 方面 也 因 其 漂亮 的 证 明 . 设 


f(z) = 名 十 bi Р ЦЕ: bo 
是 一 个 次 数 为 n > 1 且 首 项 系数 为 1 的 复 多 项 式 . 将 f(z) 与 集合 
C := {гє С: |f(z)| < 2} 


联系 起 来 , 即 C 是 那些 被 了 映 到 复 平 面 上 以 原点 为 圆心 以 2 为 半径 
的 圆 内 的 点 构成 的 集合 . 因此 当 n = 1 Bf, 区域 C 恰 是 一 个 直径 为 4 
的 圆 盘 . 

通过 一 个 非常 简单 的 论证 , Polya 发 现 了 以 下 关于 集合 С 的 漂 
亮 性 质 : 

取 复 平面 中 任何 一 条 直线 1, 并且 考 虑 C 在 上 上 的 正 交 投 

Y) Cy, 则 任何 这 种 投影 的 总 长 度 不 超过 4. = 
所 有 投影 Ci 的 长 度 之 和 不 超过 4 是 什么 意思 ?我 们 将 会 看 到 Cr 是 
由 有 限 个 互 不 相交 的 区 间 五 ,… ,五 组 成 , 上 且 上 述 条 件 表明 (5) + 
e) <4, HEP em) 表示 区 间 的 长 度 . 

通过 旋转 平面 , 我 们 知道 只 需 证 明 当 工 是 复 平面 上 实数 轴 的 情 
JE. 有 了 这 些 注解 , 以 下 我 们 将 陈述 Polya 的 结论 . 
定理 1 假设 f(z) 是 一 个 次 数 至 少 为 1 且 首 项 系数 为 1 的 复数 多 项 
A. 我 们 定义 C= {z EC:|f(z)| < 2} +82750 在 实数 轴 上 的 
正 交 投影 . 那么 存在 可 以 复 盖 及 的 区 间 Due ,五 满足 


£5) 4t +e) < 4. 


显然 = 1, 这 个 定理 可 以 达到 上 界 . 为 了 获得 关于 这 个 定理 
的 更 多 直观 理解 , 让 我 们 来 看 看 同样 达到 上 界 4 的 多 项 式 f(z) = 
22 — 2. 如果 > 一 2 十 动 是 一 个 复数 , 则 z 是 其 在 实数 轴 上 的 正 交 投 
影 . 因此 : 


R={reER:ia+iy EC MPH у). 


„2=т+їу 


Ck = ак + iby 


н 7 у чы 


Pavnuty Chebyshev 的 头像 在 前 苏 
HE 1946 年 发 行 的 邮票 上 


分 析 


读者 可 以 很 容易 证 明 对 于 f(z) = 22 — 2, RNA х= іу EC 4H 
仅 当 


) +2)? < 4(z? – y?). 


由 上 式 得 到 z4 < (22 + y?)? < 422, MK т? < 4, Вр |а| < 2. 另 一 方面 ， 
对 于 任意 z = т € R(z| < 2) 满足 |z? — 2| < 2, 我们 发 现 R 正好 是 
长 度 为 4 的 区 间 [—2, 2]. 

作为 证 明 的 第 一 步 ,我 们 令 f(z) = (z 一 c1):…(z 一 cn) (ck = ak 十 
iby), 且 考 虑 实 多 项 式 р(т) = (x а): :: (£ — an). Rz=ax+iy EC, 
则 由 Pythagoras (AJ HD) 定理 我 们 得 到 : 


|z — а)? + |y — bel? = |z — сь|?. 
因此 对 于 任意 大 我 们 有 |z 一 ak| < |2 — crl, BI 
Ip(z)) = |z ~ ail: -|z an| < |#—су|.-.]4—с„| = |f(2)| <2. 


故我 们 知道 REEE Р = {тє В: |p(z)| < 2) 中 , 并 且 如 果 我 们 可 
以 证 明 后 者 可 以 被 总 长 度 小 于 4 的 区 间 覆 盖 , 则 定理 1 得 证 . 因此 ， 
定理 1 的 主要 证 明 来 自 于 下 述 结果 . 


定理 2. 假设 p(x) 是 一 个 次 数 为 nn 之 1, 首 项 系数 为 1 且 所 有 根 都 是 
实数 的 实 多 项 式 . MARS P = {x ER: |р(т)| < 2) 可 以 被 总 长 度 
不 超过 4 的 一 些 区 间 所 履 盖 . 


根据 Polya 的 论文 [2], 定理 2 是 由 如 下 著名 的 Chebyshev 定理 
得 到 的 . 为 了 完备 本 章 , 我 们 在 附录 里 给 出 了 一 个 证 明 (FF Pólya 
和 Szegó 的 优美 展示 ). 


Chebyshev 定理 . 
Ф p(x) 是 次 数 为 nn 之 1 且 首 项 系数 为 1 的 实 多 项 式 , 则 有 


Ip(z)| > -> 
pax, PO) > улт: 


首先 我 们 给 出 以 下 一 个 直接 的 结果 . 


Ж. 4- plr) 是 次 数 为 n 2 1 且 首 颈 系 数 为 1 的 实 多 项 式 . 假设 对 
于 任意 属于 区 间 [a,b] &9 z HA |p(x)| € 2 RZ, BA b — a < 4. 


第 18 章 关于 多 项 式 的 P6lya 定理 


Mik. 考虑 置换 y = A(z — а) — 1, 这 个 映射 将 т 的 一 个 区 
间 [a, b] WY y 的 一 个 区 间 [—1, 1]. 对 应 的 多 项 式 


q(y) = p(*5*(y +1) - a) 
的 首 项 系数 是 (与 )" 且 满 足 


-max |e(y)| = max |р(=). 


根据 Chebyshev 定理 , 我 们 推导 出 


b—a H P b— 
2 > max )ما‎ > (euis = 2068)", 


kK b— a < 4. 


这 个 推论 使 我 们 与 定理 2 非常 接近 了 . WRES P = {= : 
Ip(z)) < 2} 是 一 个 区 间 , W P 的 长 度 至 多 是 4. 但 是 集合 人 可 能 
不 是 一 个 区 间 , 这 里 我 们 给 出 一 个 例子 ,在 这 个 例子 中 尹 包含 两 个 
区 间 . 

我 们 可 以 对 也 说 些 什么 呢 ? 因为 ple) 是 一 个 连续 函数 ,我 们 知 
道 无 论 如 何 P 其 一 系列 不 相交 的 闭 区 间 五 ,五 …… 的 并 , Н р(х) 将 
每 个 区 间 I; 的 两 个 端点 映 成 2 或 -2. 这 就 说 明了 只 可 能 有 有 限 个 
KE G, ,五 , 因为 p(z) 只 能 将 有 限 个 点 映 成 2 或 -2. 

Pólya 精彩 的 想法 就 是 要 构造 另外 一 个 次 数 为 п, 首 项 系数 为 1 
WAS p(x), E44 Р = {x : |p(z)| < YEKEEN) +--+ 
(J) 的 区 间 . 上 述 推论 证 明了 e) +--+ (1) < (P) < 4, 这 样 我 
们 就 完成 了 证 明 . 


m 定理 2 的 证 明 . i p(z) = (т—а,)---(т—а„),Р ={тє R : 
lp(z) < 2) = n u---u n, FBE 1 是 最 左边 的 区 间 , Г, 是 最 右 
边 的 区 间 . 首先 我 们 要 证 每 个 区 间 1, 都 包含 p(z) 的 一 个 根 . 我 们 知 
ЇЙ р(х) 将 五 的 两 个 端点 映 到 2 或 -2. 如 果 一 个 端点 的 函数 值 是 2 
而 另 一 个 是 —2, W 7; 中 肯定 存在 多 项 式 的 根 . 因此 我 们 假定 两 个 
端点 的 函数 值 都 是 p(z) = 2 (对 于 p(x) = —2 的 情形 是 类 似 的 ) 假 
Bo € rj; 3 1; PF р(х) PR RCA AOR, W p (b) = 0 E p” (b) > 0. 
WR р'(Ь) = 0, W b FE p'(z) 的 重 根 , 由 下 页 方 框 中 的 事实 1 我 们 知 
道上 也 是 p(x) 的 根 . 另 一 方面 , WME p" (b) > 0, 则 我 们 可 以 由 事实 2 
推出 p(b) < 0. BOAR p(b) = 0 还 是 p(b) < 0, 我 们 都 可 以 找到 一 个 
介 于 1 与 万 的 其 中 一 个 端点 之 间 的 根 . 


1-V3 1 1+V3 ||ж3.20 


对 于 多 项 式 p(z) = z?(z — 3) 我 们 得 
ЈР = [1 - V3, 1] U [1 + V3, ~ 3.2] 


136 分 析 


这 里 我 们 将 要 曾 述 定理 最 后 的 思想 . 令 五 ，…' ,五 是 如 上 所 述 
的 区 间 , 并 且 假 设 最 右边 的 区 间 五 包含 ple) 的 m AR. ( 按 重 数 计 
Ж). 如 果 т =n, 则 五 是 唯一 的 区 间 (以 上 我 们 已 证 明 ), 定理 证 毕 . 
因此 假设 т < n, JE BLA а 是 如 图 所 示 区 间 p 和 五 之 间 的 距 
d Ж. 令 轴 ,… ,bn 是 包含 在 区 间 T, 内 的 pz) HIR, cr, Cnm ER 
——— — ee— 下 的 根 . 我 们 记 p(z) = q(z)r(z), 其 中 g(a) = (x — bi) (2 — bm), 
ho В ha 10 да) = (ee) +++ (Cn mm): 设 pi(z) =q(z+d)r(z), 则 多 项 式 pi(z) 
也 是 次 数 为 n, 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 . 对 于 任意 z € hU Ufa 
我 们 有 |z + d Ы] < |x 一 bi| (对 于 任意 ,因此 [ar + )| < lala). 
从 而 得 到 以 下 不 等 式 : 
|р. (2)| < |p(x)| 22, 对 ze Ure Ul. 
另 一 方面 , 如 果 x e 1,, 则 我 们 知道 |r(z — d)| < |r(x)|, i 
Ipi(z — 4)| = |ч(ж)||г(ж > 4)| < |р(т)| < 2, 
这 就 表明 了 一 d C Pi = {x : |р (2) < 2}. 
总 之 , 我 们 知道 P 包含 五 U.…UI-1U( 一 d) 且 其 总 长 度 至 少 
Al Р —ЁЁЖ. 注意 到 从 p(z) 到 pi(z), KE n-i 和 I 一 d 合 并 成 一 个 
KE. 我 们 得 到 结论 : 由 pi (x) 的 区 间 Ji, - ,改组 成 的 Pi 的 总 长 度 
至 少 是 h) HeU), HARRA KE J 28726148 ру (х) йй m 
个 根 . 重复 这 个 过 程 至 多 t 1 次 , 我们 最 后 得 到 一 个 多 项 式 ple), 
НР = {т: |р(т)| < 2) ЖЄ (P) > (E) +. £(0,) 的 区 间 , 这 
样 我 们 就 证 明了 定理 . п 


PES 


“ 实 根 多 项 式 的 两 个 事实 


个 只 有 实 根 的 非 零 次 多 项 式 。 


2 аиан) ан Yum 


bal nx] (Н I 
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附录 : Chebyshev 定理 
定理 . 假设 p(T) 是 次 数 为 n 2 1, 首 项 — 1 的 实 多 项 式 , PA 


mex. |р(т)| > qe 


在 证 明 这 个 定理 之 前 , 让 我 们 先 看 看 等 式 成 立 的 一 些 例子 . 边 
图 描绘 了 次 数 为 1, 2 和 3 的 使 上 述 不 等 式 等 号 成 立 的 多 项 式 的 曲 
线 ,事实 上 ,我 们 将 要 证 明 对 于 次 数 п, 恰好 存在 一 个 使 得 Chebyshev 
定理 中 等 式 成 立 的 多 项 式 . 


Wu. 考虑 首 项 系数 为 1 的 实 多 项 式 p(x) = z" + ane"! + 
… 十 ao， 因为 我 们 对 —1 和 z < 1 范围 内 的 数 感 兴趣 , 所 以 我 们 
4 т = cosd, 9(9) := p(cos9), 故 得 到 如 下 关于 cos 0 的 多 项 式 : 


909) = (cos0)" + an-1(cosd)"1+..+a0. —— (1) 
证 明 将 按 如 下 两 步 展开 ,， 这 两 步 本 身 也 是 非常 经 典 和 有 趣 的 结果 . 
(A) 我 们 将 o (0) 展 成 所 谓 的 余 至 多 项 式 , 即 具 有 如 下 形式 的 多 项 式 : 
g(0) = by cos nd + bn_1cos(n— 1)9+...+bicosd + by. — (2) 
我 们 要 证 明 by € RH bn = phr- 
(B) BEEE n MERR h(9) (表示 An 是 最 高 阶 非 零 系数 ) 
h(9) = Ancosnd + An—1 cos(n — 1)0 +--+ Ao, (3) 


多 项 式 р\(х) = =, pa(z) = x? — 1 
和 ps(z) = z? — ўт fff Chebyshev 5E 
理 中 的 等 号 成 立 . 
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对 于 和 任意 mn > OF 250 GR) = 
27 成 立 : 在 “需要 ”的 时 候 我 们 
在 集合 {1,2,… ,n 一 1} 中 加 入 元 
X n, 则 集合 {1, 2,… ,n 一 1) 的 每 
个 子 集 可 以 产生 一 个 基数 为 偶数 的 集 
fr 全 ,2,… ,n} 中 的 子 集 . 


分 析 


我 们 要 证 明 | 和 ,| < max |h(9)], 且 将 该 不 等 式 运用 于 g(3) 我 们 将 得 
到 定理 的 证 明 . 


(A) 的 证 明 . 为 了 从 (1) 得 到 (2), 我 们 必须 将 所 有 的 (cos 四)* ERA 
ZEMRE. 例如 , 根据 余弦 的 加 法 定理 我 们 得 到 如 下 等 式 : 


cos2 = cos? ð — sin? Y = 2cos* ð — 1, 


因此 cos? 9 = 2 сов29 + 3. 为 了 转化 cos 0 的 任意 次 寡 (cos 0)“, R 
们 通过 关系 式 e = coss + ising 来 考虑 复数 .ef 是 模 为 1 的 复 
数 (参看 第 5 章 方 框 中 有 关 复 单位 根 的 内 容 ). 特别 地 , 这 个 表明 


e? — cosny + isinnd. (4) 


另 一 方面 
ein = (e?) = (cos +isin#)”. (5) 
由 (4) All (5) 的 实 部 相等 , 并 且 itt = -1, itt — 1 以 及 sin?0 = 
1 — cos? 6, 我 们 得 到 


UNES 1 ) (сов 9)^7*^(1 — cos? д)? 
сов D (i)e (1 — cos* 9) 


(6) 


n 
" (cos 9)^—*^-?(1 - cos? 6 
2 ba T ») 


我 们 得 到 结论 : cos nd JE cos 0 的 多 项 式 ， 
cosn = с„(сов®)” + c, 1(cos 9)" +--+ + cg. (7) 


М (6) 我 们 得 到 最 高 次 系数 是 : 
on = >: M is) an, 


现在 我 们 回 到 我 们 的 论述 . 归纳 地 , 假设 对 于 任意 人 < n, (cos 9)* 可 
以 表示 成 大 次 余弦 多 项 式 , 从 (7) 中 我 们 可 以 得 到 (cos 0)" 可 以 表 
示 成 首 项 系数 为 bn = gr 次 数 为 n 的 余弦 多 项 式 . 


(B) 的 证 明 . 4 A(0) 是 (3) 中 次 数 为 n 的 余弦 多 项 式 , 不 失 一 般 性 我 
们 假设 An > 0; 现 在 我 们 令 m(0) := Мм cos nd HA F RIRI 


т(&т) = (EDA F =0,1,... уп. 
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用 反 证 法 , 假设 max |h(9)| < An, 则 
т(&т) – h(n) = (—1)*An — h(Em) 


在 范围 0< k < n 内 对 任意 偶数 上 是 正 的 ,对 任意 奇数 上 是 负 的 .我 
们 得 到 结论 : m(9) — hO) 在 区 间 (0, т) 中 至 少 有 个 根 . 但 是 这 是 
不 可 能 的 , 因为 m(3) — А(9) J& n 一 工 次 的 余弦 多 项 式 , 故 其 至 多 只 
有 nn 一 1 个 根 . 

因此 (B) 的 证 明 完毕 , 同样 Chebyshev 定理 的 证 明 也 完成 O 


现在 读者 可 以 很 容易 完成 证 明 : Вр g, (0) := т cos nd 是 唯一 
一 个 首 项 系数 为 1 且 使 得 等 式 max [g(2)| = т АЗ n WARK 
多 项 式 . 

我 们 称 多 项 式 Tu(r) = cosnó, z = cos, X Chebyshev 多 项 
X (第 一 型 的 ); 因此 LL T, (x) 是 唯一 使 得 Chebyshev 定理 中 等 式 
成 立 的 次 数 为 nn 的 首 1 多 项 式 . 
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Littlewood 和 Offord 的 一 个 引 理 第 19 章 * 


在 1943 年 Littlewood 和 Offord 在 他 们 关于 代数 方程 根 分 布 的 
著作 中 , 证 明了 以 下 的 结果 : 
4 aian yan A AKER i, |а| > 1. Ж 5 2" 4X 
性 组 合 : У" eia, 其 中 si € {1, 一 1}. 则 落 在 任意 半径 为 1 
ЩА У" ciai 的 个 数 不 超 过 
Vn 
几 年 后 , Paul Erdős 证 明了 这 个 上 界 而 且 去 掉 了 logn 项 . 更 有 
意思 的 是 , 他 证 明了 这 个 结果 事实 上 是 Sperner 定理 的 一 个 简单 推 
论 ( 见 第 23 章 ). 
让 我 们 看 看 所 有 的 ai 都 是 实数 的 情形 来 找 一 点 证 明 的 感觉 . 
不 妨 设 所 有 的 a; 都 是 正 的 GF a; < 0, WHE а, 换 为 -ai, 把 e; 换 SUE 
为 一 si). 现在 设 一 些 组 合 Y^ sioi 落 在 某 个 长 为 2 的 区 间 里 . 令 N = — John E. Littlewood 
{1,2,--- ,n} 表示 指标 集 ; WRT уы, MI = {i € N: e. = 1}. 
现在 若 对 任意 的 两 个 这 样 的 子 集 有 了 TS Г, 


ун — > ег = 2 A а; > 2, 


c 


logn, c>0 是 某 个 常数 . 


ic IIl 
矛盾 . 故 这 些 集 合 工 构成 一 个 反 链 , 从 而 根据 Sperner 的 定理 至 多 。 Sperner EXE. 每 个 由 mn- 集合 的 子 集 
有 (a) 多 个 线性 组 合 . 由 Stirling 公式 ( 见 第 2 章 ) 我 们 得 到 组 成 的 反 链 的 基教 至 多 是 (| 7,1). 


n cx. ПУА 

m de. A apri 
Чп ЖН АТН ai = 1, 得 到 (7) 个 线性 组 合 Di ва, 加 
起 来 都 是 0. 单 看 区 间 (—1, 1) 我 们 就 发 现 二 项 式 系数 给 出 了 精确 的 
ER. 

Erdős 在 同一 篇 文章 里 猜想 (о) 也 是 复数 情形 的 上 界 (他 仅 
能 对 某 个 c TERY c2"7n-1/2 是 可 以 的 ). 事实 上 在 实 Hilbert 空间 中 ， 
ХН Е |а| 2 1 的 向 量 ai,…. ,an, 这 个 界 也 是 成 立 的 , 此 时 半径 为 1 
圆 被 替换 为 半径 为 1 的 开 球 . 


分 析 


Erd6s 是 正确 的 ,但 历时 二 十 年 方 有 Gyula Katona 和 Daniel Kleit- 
man 分 别 独 立 证 明了 复数 的 情形 (或 者 等 同 于 说 ,平面 R? 的 情况 ). 
他 们 的 证 明显 然 用 到 了 平面 的 二 维 性 质 , 所 以 还 不 清楚 如 何 推 广 到 
有 限 维 实 向 量 空间 . 

但 是 接着 在 1970 年 Kleitman 证 明了 关于 Hilbert 空间 的 整个 猜 
想 , 他 的 论证 惊人 地 简洁 . 事实 上 , 他 证 明 的 还 要 多 . 他 的 论证 是 当 
你 发 现 了 正确 的 归纳 假设 时 如 何 着 手 的 一 个 最 好 的 例子 . 

不 熟悉 Hilbert 空间 的 概念 的 读者 不 用 担心 : 我 们 并 不 真 的 需要 
一 般 的 Hilbert 空间 . 既然 我 们 处 理 的 不 过 是 有 限 多 个 向 量 ai, 考虑 
具有 普通 内 积 的 实 空间 R^ 也 就 够 了 . 下 面 就 是 Kleitman 的 结果 . 


SC MCN e Po? 404 POE P9 
定理 . 令 a1,… ,an AR 中 长 度 至 少 为 1 的 向 量 , Ri, Re 
AR! 中 的 上 个 开 区 域 且 每 个 ;的 直径 度 不 大 于 2. 那么 在 这 

些 区 域 的 并 UU; Ri 中 的 线性 组 合 DP Eia et € {1, 一 1} 的 个 

K 至 多 是 天 个 最 大 的 二 项 式 系数 (7) 的 和 ,特别 地 , $ k= 1, 

NOR RK ашкы SRE ET 


证 明之 前 注意 到 这 个 界 对 下 面 的 向 量 组 是 精确 的 : 


dilS ‘= 4 = а = (20, ESOT 


事实 上 ,若是 偶数 ,有 (,”) 个 和 加 起 来 是 ©, (7) 个 和 加 起 来 
是 (—2)a, (,/2,.) 个 和 加 起 来 是 2а, 等 等 . 选择 半径 为 1 的 球 , 中 心 
分 别 是 


-2[ 与 +16, КЫ (—2)а, |: Ж ЧИШҮ 2| zt a, 


得 到 


(respa) (а) +80) а) 
之 和 在 这 上 个 球 里 面 , 由 于 最 大 二 项 式 系数 从 中 心 向 两 端 分 布 ,这 
正 是 我 们 承诺 证 明 的 表示 (参见 第 2 章 ). 当 为 奇数 推理 是 类 似 的 . 


ш 证 明 . 不 失 一 般 性 , 从 现在 开始 假设 Ri 互 不 相交 . 证 明 的 关 
键 是 二 项 式 系数 的 一 个 递 推 式 , 它 告诉 我 们 怎样 把 关于 n 的 和 关 
于 mn 一 1 的 最 大 三 项 式 系数 联系 起 来 . Er |З |, s = рак), 
则 (7), (7), (0) 是 关于 n 的 上 个 最 大 的 二 项 式 系 数 . 递 推 关 
Ж (7) = C7) + G3) RH 
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?. (n —ofn-1 а 
ЕЙ x( i ee 6d 
= {(n—1 e fni 
-ECOPREC). 
= (n—1 ae ee ! 

Osea 
易 见 第 一 个 和 是 把 形 如 (771) B8 k - 个 最 大 的 二 项 式 系数 加 起 来 ， 
第 二 个 和 是 把 一 1 个 最 大 的 项 加 起 来 . 

Kleitman 的 证 明 是 对 n 归纳: n = 1 显然 . 鉴于 (1), 我 们 只 需 证 
明 分 布 在 上 个 不 交 区 域 的 线性 组 合 ai ;an 可 以 通过 一 个 双 射 
与 分 布 在 上 十 1 个 区 域 的 或 上 -1 个 区 域 的 线性 组 合 ai- ani 
对 应 起 来 : 

断言 . 至 少 存在 一 个 平移 以 后 的 区 域 R; 一 an 与 平移 后 的 区 

域 Ri 十 an,:… ,RE 十 Qn 都 不 交 . 

欲 证 明 断 言 , 考虑 这 样 一 个 与 a, 垂直 的 超 平面 Н = {x : (an, 
т) = с}: 所 有 平移 了 的 区 域 Ri + an 都 在 它 的 同一 侧 (an, m) > с, 
并 且 其 与 某 个 平移 了 的 区 域 的 闭 包 接 触 , 不 妨 设 为 Rj + au. 因为 
每 个 区 域 都 有 界 , 这 样 的 超 平面 是 存在 的 . 由 n; 是 开 的 , 对 任意 
的 ze Ri 以 及 Ву BF Еу, fi |= — y| < 2. ФЕ А; — а, YE Н 
的 男 一 边 . 假设 不 然 , 存在 某 个 т © А, 使 得 (a, — an) > c JR 
Bilan, 2) > |an|? + с. 

4 y + a, H H FER В; + an 处 的 一 点 , 即 y ТЕ R; 的 边界 上 ， 
有 (an, y + an) = c, 换言之 (as, —y) = |anl? — c, W 


(an, z — y) 2 2\a,|?. 
从 Cauchy-Schwarz 不 等 式 推 得 
2lan|? < (@n,a—y) < lanllz = vl. 


于 是 (Hi lanl 2 1) 得 到 2 < 2|а„| < |z — yl. FJA. 

剩 下 的 就 容易 了 . 将 位 于 Ri U…U RAR D eia; 分 为 两 类 : 
把 所 有 满足 en = —1, Me, = 1 同时 位 于 R HY SFL, ега; 放 在 第 一 
Ж; 把 剩余 的 组 合 , 即 满足 en = 1 并且 在 Ау 之 外 的 SFL, cia; BCE 
第 二 类 . 于 是 与 第 一 类 对 应 的 组 合 Si sa 位 于 大 十 1 个 不 交 区 
域 Rı +an ,Rk 十 an 及 局 一 an, 与 第 二 类 对 应 的 组 合 YR cia 


位 于 大 一 1 个 不 交 区 域 Ry —a,,,--- , Ry—a, (Mk Rj 一 an). 由 归纳 假设 ， 


2 


第 一 类 含 至 多 Dira (r) 个 组 合 , Wm 8 € (7) 
个 组 合 , 再 由 (1) 就 完成 了 整个 证 明 , 纯粹 的 天 书证 明 . o 
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#15 Herglotz 技巧 


涉及 初等 函数 的 公式 哪个 最 有 趣 ? Jürgen Elstrodt 在 他 的 优美 文 
章 [2] 里 (以 下 仿效 其 叙述 ) 首 推 余 切 函数 的 部 分 分 式 展开 : 


1 € 1 1 
一 十 + 

z rn qn 
nat 


xcotzz = 


) (reRW) 


这 个 优雅 的 公式 是 Euler 于 1748 年 在 他 的 著作 Introductio in Analysin 
Infinitorum 的 $178 中 证 明 的 ,这 可 算 作 他 的 最 佳 成 就 之 一 . 我 们 还 可 
N 


1 
Tcot7TZ = lim -. 1 
N —oc » r+n (1) 
п= — [ 


(AA, RA 并 ,cz тт 有 点 危险 : 因为 这 个 和 只 是 条 件 收敛 的 ， 
所 以 其 值 依赖 于 “正确 的 ” 求 和 顺序 . 

我 们 将 要 用 惊人 的 简洁 方式 推导 出 (1), 这 归功 于 Gustav Her- 
glotz 的 “Herglotz KFT”. 作为 开始 , Ê 


N 


1 
f(z) := wot ny, Cs) = Aim Э; 


srn 
N. + 


n= 


让 我 们 试 推 出 这 两 个 函数 足够 多 的 共同 性 质 , RAF Ha E Te 


(A) ”函数 了 与 g 在 所 有 非 整 数值 处 有 定义 , 且 连 续 . 
显而易见 对 余 切 函数 f(z) = rcotmrz = resm 这 是 对 的 ( 见 


Fl). 对 g(a), FOR + 1 = – 22. 将 Euler 的 公式 改写 为 
1 = 2r 
mootan=— —) — B (2) 


n=1 


于 是 关于 (A) 须 证 对 每 个 z ¢2, 


Gustav Herglotz 


РА f(x) = n cot wa 


分 析 


在 x 的 某 个 邻 域 一 致 收敛 . 
为 此 , 无需 考虑 第 一 项 , 即 当 n= 1, 或 者 任何 使 得 2n 一 1 < z? HY 
项 , 因为 只 有 有 限 多 个 这 样 的 项 . 另 一 方面 , Yn > 2M 2n- 1» z?, 
亦 即 n? — 2? > (n — 1)? > 0, 这 些 项 有 界 
1 1 


0 < "er * {ту 


以 上 的 界 不 仅 对 z 本 身 成 立 , 还 对 z 的 某 个 邻 域 中 的 值 都 对 .最 
А E bye 收敛 (到 于, 见 第 7 章 ) 这 个 事实 提供 了 证 明 (A) 所 需 的 
一 致 收敛 性 . 


(B) 了 与 9 都 是 以 1 为 周期 的 函数 , 亦 即 f(x +1) = f(x) 53 g(a + 
1) = (х) 对 所 有 的 z € R\Z 成 立 . 


由 余 切 函数 的 周期 是 т, f 的 周期 是 1 (再 看 上 图 ). 对 9 我 们 如 
下 论证 . Ж 


N 


1 
78) = ر‎ гу 


п=- № 
则 
N 1 N+1 1 
Sy(e+1) = E Spa ac Ra Tt 
1 1 
= $n) ТЕЛІ 
从 而 


g(x +1) = im gy (+1) = lim gy ,(z) = g(z). 


(С) 与 9g 都 是 奇 函数 ; 亦 即 有 /(—т) = —f(x) 5 g(—x) = 一 g(z) 
对 所 有 的 ze R\Z 成 立 . 


函数 S 显然 有 这 个 性 质 ,对 g 则 只 须 观 察 到 g (==) = 一 gw (x). 
最 后 的 两 个 事实 构成 了 Herglotz 技巧 : 首先 证 明 f 和 g 满足 同 
一 个 函数 方程 , 其 次 h := f g 可 以 连续 地 延伸 到 整个 R 上 . 
(D) 函数 了 与 g 满 足 相 同 的 函数 方程 : 


15) +EH) = 210). 
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对 f(z) 这 个 结果 来 自 正弦 和 余弦 函数 的 和 角 定 理 : 


хт тт 
ADEIR) sun ара 
27 (ЕЕ + ЖЕ) 2 f(z). 
9 的 函数 方程 来 自 
2 
In (3#) + In (7) = 2 Gyn (2) + т+2М+1', 
上 式 则 是 因为 
1 1 1 1 
Zin’ a + Б {nt eet 
现在 看 


hz) = f(z) ig(s) = wéxzz-(i- Y, —) O 


我 们 已 经 知道 站 是 及 \Z 上 的 连续 函数 , 且 满 足 性 质 (B), (С) 和 (D). 在 
整数 点 如 何 呢 ? 从 正弦 和 余弦 函数 的 级 数 展 开 , 或 应 用 de I Hospital 
法 则 两 次 , 我 们 发 现 


1 cosg — sing 
lim (сос - –) = lim dui ian = 10, 
z 一 0 т z—0 rsing 
从 而 也 有 
T 1 
lim (7Tcotzz— —) = 0. 
3 一 0 z 


但 由 于 (3) 中 的 最 后 一 个 和 式 70 Ey, у — 0 IMI 0, 
我 们 实际 有 lim h(x) = 0, 从 而 由 周期 性 


lim К) 50, Зп є 2. 
总 结 一 下 ,我 们 证 明了 


(E) Xfx eZ, Ж h(r):—0, 则 天 成 为 整个 玉 上 的 连续 函数 , A 
足 性 质 (B),(C) 和 (D). 


我 们 已 为 最 后 一 去 准备 就 绪 . 既然 天 是 连续 的 周期 性 函数 , 它 就 
有 个 最 大 值 m. & zo 为 [0,1] 中 取得 最 大 值 itzo) = m 的 点 . HOD), 
有 
h(22)--h(23H) = 2m, 


和 人 角 定理 : 


sin(x + y) = sin т cos y + cos rsin y 


cos(z + y) = cos т cosy — sin z sin y 


= sin(r--2)-— совт 
cos(x + 5) = —sinz 

віп т = 2sin $ cos 5 

2 2 


= = z 
сов = cos" 5 — віп? $. 


2 


于 是 h(22) = m. WAZIFA h(22) = m 对 所 有 的 ns 成 立 , 从 而 由 
连续 性 h(0) = m. 而 h(0) = 0, S m = 0, 换言之 对 所 有 的 xz € К, 
Ж h(x) < 0. 因为 h(x) 是 奇 函 数 , 就 不 可 能 存在 h(x) < 0, — 
ATHY x € R, Ж h(x) = 0. Euler 的 定理 证 毕 . 

可 以 从 (1) 得 到 很 多 推论 ; 最 著名 的 一 个 是 关于 Riemann zeta K 
数 在 正 偶 数 处 到 值 的 问题 ( 见 第 6 章 的 附录 ): 


сою = У (кем). (4) 
n=l 
那么 让 我 们 看 看 Euler 在 几 年 后 的 1755 年 是 怎样 处 理 级 数 (4) 


的 , 以 结束 我 们 这 章 . 从 公式 (2) 开始 . 在 (2) 两 端 同 乘 r, FES y = 
тт, 我 们 发 现 当 |y| < т: 


ycoty = а 
最 后 一 个 因 式 是 几何 级 数 的 和 , 所 以 
vory, = 1-255 (m) 


a тт 


nzlk-l 
c1 
Е 1-25. (zu 2 ж) x 
于 是 我 们 证 明了 这 个 值得 注意 的 结果 : 
对 所 有 的 EN, 项 WW 在 ycoty T oie 系数 等 于 
В] уу = 2 1 = - RU. — (® 


另 有 一 种 也 许 “典型 ”得 多 的 方法 来 得 到 ycoty 的 级 数 展开 . 
从 分 析 中 我 们 知道 e = cosy + isin y, 从 而 
el’ 十 eiu ev — ew 


cosy = mo - sin y = 


表明 


e + etu ‚ e» +1 


ycoty = My у Шону 
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HERR z = iy, 得 
2 е +1 2 2 (6) 


е ЛР ete 7120 e*—1' 


义 在 整个 及 上 并 且 连 续 的 (对 。 — 0 利用 指数 函数 的 乱 级 数 , 或 者 
de l'Hospital 法 则 可 得 结果 为 1). 记 


2. Tu (7) 


系数 B, 被 称 为 Bernoulli Ж. (6) ZEMZEM RK ( 亦 即 f(z) = 
f(—2)), 故 知 对 奇 的 n 2 3 有 B, = 0, 而 Bı = 一 对 应 (@) 中 
a s. 

由 


(gaiean = (PRADE 
通过 比较 2" 的 系数 得 : 


By D 1, 4n=41, 
2g Кы Lo. X nzl (8) 
可 以 从 (8) 递归 地 计算 Bernoulli Ж. 4 n = 1F Во = 1, “n= 2 
Ят 80 + By = 0, JRBII В, = — 4, 以 此 类 推 ， 

现在 我 们 几乎 大 功 告 成 : 结合 (6) 与 (7) 即 得 


o0 (2i )2* (— 1)*22* B3 
pex 2 Ba a = Pcr (Qk)! opr 


再 由 (5), 就 有 关于 C(2k) AY Euler ARA: 


E _ 1Yk-192k-1 
La = “32 Bi Pu (ем). (9) 


n=l 


读 我 们 的 Bernoulli 数 的 表 , 则 再 次 得 到 第 7 章 的 和 式 Y^ Ду = 
пт, 进而 


OON Y^ Lu, MID 
no  93555' = n!?  638512875' 


n|0123 4 567 8 


B,j1-i$0-350420-4 
前 几 个 Bernoulli Ж 


і DEFINIEND, SUMMIS SERIER, INT!NTT. s31 
һ Quo autem. lorum fummamm carios 
co 


EE rt pet perme ud diit 
5 tpt p qnm uy +" 
рр таене б 31" 
tht pk ў gr pg Lr 
Pete We mg iv corr TE 
thp t nt get mee -€4 
өй fe get dete 7 BA" 
зт, 
гк; ENT DA him Bye EH 
"у кө + e + one mi Lr 
Li 
СЕ g ges ue 
diu (gis T 
dg у os тҮ 
| Lu 


wr 
oe 
det 和 + RA T jatka р x pm 


1748 年 Euler Їй ЖЕ C Introductio in 
Analysin Infinitorum》 的 第 131 页 


ч 


150 分 析 


¢(10) 的 Bernoulli Ж Bio = & 看 上 去 还 好 ,但 是 下 一 个 (12) 需要 
的 值 Bio = — 591, 就 在 分 子 上 有 了 一 个 大 素数 因子 691. Euler 首先 
计算 了 <(2k) 的 几 个 值 , 而 未 注意 到 与 Bernoulli 数 的 关联 , 是 这 个 奇 
怪 的 素数 691 的 出 现 提醒 了 他 . 

意外 的 是 , 既然 当 大 — оо, С(2К) 收敛 到 1, 方程 (9) 告诉 我 们 
数列 В| 应 该 增长 很 快 一 一 这 从 前 几 个 值 里 是 看 不 出 来 的 . 
对 比 之 下 , 我 们 对 Riemann zeta 函数 在 奇数 点 大 > 3 的 值 所 知 甚 少 ; 
见 第 TE. 
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Buffon 的 投 针 问 题 


1777 年 , 一 位 名 叫 Georges Louis Leclerc (也 就 是 Comte de Buf- 
fon) 的 法 国 贵族 提出 了 下 而 的 问题 : 


落 将 一 根 短 针 迫 在 一 张 有 均匀 横 纹 的 纸 上 , 那么 针 落 的 位 置 
与 横 线 相交 的 概率 是 多 大 ? 


这 个 概率 依赖 于 横 纹 纸 上 横 线 间 的 距离 а, 也 依赖 于 落 针 的 长 度 4, 
或 者 说 由 比率 £ 决定 . 我 们 希望 考虑 的 是 短 针 , 其 长 度 满足 4 < d. 
或 者 说 , 短 针 不 会 同时 交 上 两 条 横 线 (同时 以 零 的 概率 接触 两 根 横 
线 ). Buffon 问题 的 答案 也 许 令 人 惊讶 : 里 面包 括 了 数 т. 


定理 (“Buffon 的 投 针 问题 ?7) 

车 一 根 长 度 为 8 的 短 针 , 抛 在 横 线 间 距离 为 d > 的 均匀 横 纹 纸 
E, 则 针 落 在 一 个 与 某 条 横 线 相交 的 位 置 的 概率 恰 为 

24 
P = zd 

这 个 结果 意味 着 可 以 通过 实验 得 到 r 的 近似 值 : BRET N 次 , 得 
到 正面 的 结果 (ЖЖ) РК, 则 Р 应 大 约 是 24, 亦 即 元 可 以 由 20. 3 
近 . 最 大 规模 (和 最 彻底 的 ) 实验 也 许 是 1901 年 由 Lazzarini 完成 的 ， 
他 甚至 造 了 一 个 机 器 来 把 一 根木 棍 抛掷 3408 次 (其 5 = 5). 和 横 线 
相交 的 次 数 是 1808 W, 从 而 得 到 近似 m ~ 2. 2 #408 = 3.1415929..... 
这 精确 到 т 的 第 六 位 小 数 , 足够 好 了 ! (Lazzarini 选取 的 值 直 接 联 系 
到 广为人知 的 近似 rs 355; 见 第 6 章 . 这 可 以 解释 3408 ЖП 2, KAN 
ІЙ 2.3408 是 355 的 倍数 . 更 多 关于 Lazzarini 的 把 戏 参 见 [5].) 

投 针 问题 可 以 通过 计算 定 积分 获得 解决 . 下 面 我 们 会 那么 做 ; 
用 这 种 方法 还 可 以 解决 长 针 的 问题 . 但 是 1860 年 由 Е. Barbier 发 现 
的 天 书证 明 是 不 需要 积分 的 , 它 只 要 再 丢 一 根 不 同 的 针 .……… 

抛 一 根 任意 的 针 , 可 长 可 短 , 则 产生 的 交点 数 的 数学 期 望 是 


Е = р +2po+3p3+---, 


Le Comte de Buffon 


2 


其 中 p 是 针 落下 后 刚好 有 1 个 交点 的 概率 , po 是 刚好 有 2 个 交点 
的 概率 , ps 是 刚好 有 3 个 交点 的 概率 , 等 等 . Buffon 所 问 的 是 得 到 至 
少 一 个 交点 的 概率 


р = р FP Fhe. 


( 针 恰 好 落 在 某 横 线 之 上 的 事件 , 以 及 一 个 端点 在 某 横 线 上 的 事件 的 
概率 都 是 0, 所 以 在 我 们 的 讨论 中 将 它们 忽略 不 计 .) 

另 一 方面 ,如 果 针 是 短 的 , 则 得 到 多 于 一 个 交点 的 概率 为 零 , ps = 
рз = 5 = 0, KA Е = р: 所 求 的 概率 正 是 交点 数 的 期 望 . 如 此 
表述 极为 重要 , 因为 我 们 就 可 以 用 到 期 望 的 线性 性 (参见 第 14 章 ) 
T. 事实 上 , 记 抛掷 一 根 长 为 4 的 针 所 产生 的 交点 数 的 期 望 为 ECL). 
若 L=z 十 小 则 可 考虑 长 为 xz 的“ 前端 " 与 长 为 了 的 “后 端 "得 


E(r--y) = E(x) + E(y). 


因为 交点 数 总 是 恰好 等 于 前 端 产生 的 那些 加 上 后 端 产生 的 那些 . 
在 这 个 “函数 方程 "上 对 п 归纳 表明 ,对 所 有 的 ne NF E(nz) 
二 nB(z), 进而 


mE(— am E(m— 5а) = E(nz) = nE(xz), 


故 E(rz) = rE(x) 对 所 有 的 有 理 数 r € QR. 此 外 , E(x) 显然 
E z > 0 内 单调 , 从 而 在 z >0 内 有 B(x) = ст, HP c= E(1) EH 
个 常数 . 那 这 个 常数 是 什么 呢 ? 

为 此 我 们 用 一 些 不 同形 状 的 针 . 事实 上 , 让 我 们 抛 一 根 EI 
Ж” ЮЕ: 它 包含 几 个 直线 段 , 总 长 度 也 是 £. 那么 其 产生 的 交点 
数 (以 1 的 概率 ) 就 是 各 个 直线 段 产 生 的 交点 数 之 和 . 所 以 , 由 期 望 
的 线性 性 交点 数 的 期 望 再 次 有 


Aesch 


(直线 段 的 组 合 方式 规则 或 者 不 规则 并 不 重要 ! ) 

Barbier 解决 Buffon 投 针 问 题 的 关键 是 考察 了 一 根 直 径 为 a, 即 
KEX z = dr 的 圆 形 针 С. TET ORME БВ 
刚好 两 个 交点 , 总 是 如 此 ! 

这 个 圆 可 以 由 多 边 形 逼 近 . 想象 一 下 , 在 抛 圆 针 С 的 同时 我 们 
抛 一 个 内 接 的 多 边 形 针 P,, 以 及 一 个 外 切 的 多 边 形 针 PX. 每 条 
与 P, 相交 的 横 线 也 必 与 C 相交 , 同时 若 横 线 与 С 相交 也 必 与 Р" 
相交 . 因此 , 交点 数 的 期 望 满足 


% 21 # Buffon 的 投 针 问题 53 


Е(Р„) < Е(С) < 


现在 Р, 和 P" 都 是 多 边 形 , 故 两 者 交点 数 的 期 望都 是 “ 倍 的 长 度 "， 
对 c 的 期 望 则 是 2, 代 回 上 式 得 到 


< 24€, ch(P"). (1) 
“Gn 一 + oo, Pa 5j Р" #837 C. 特别 地 ， 


E(P"). 


ct(P,) 


Jim £(P,) za dE. jim, 6(Р"). 
于 是 当 n — оо, H (1) f 
сіт < 2 &€cdm, 
从 而 c= 21. n 


但 我 们 也 可 以 用 微 积分 证 明 ! 得 到 一 个 “简单 ”积分 的 关键 是 
考虑 针 的 斜率 ; 不 妨 设 其 落 在 与 水 平 线 成 a 角 的 位 置 , Н. a 的 取 值 
范围 是 0 < a < 3. (由 对 称 性 不 计 斜 率 为 负 的 情形 , 因为 它 与 正 斜 
率 时 概率 相等 .) 落 在 斜率 为 a 处 的 针 高 度 为 fsina, 与 间距 为 4 的 
横 线 相交 的 概率 是 See 于 是 对 可 能 的 角度 о 取 平 均值 , 就 得 到 
概率 

7/2 


2 ésina 24 x/2 24 
ae f d da = 元 下 [一 cosqq = =s, 
0 


0 та 
如 果 是 长 针 , 只 要 bsina < d, 亦 即 角度 满足 0 < а < arcsin 2, Җ 
率 就 是 相同 的 : so. 但 车 角度 a EK, 针 就 必定 穿 过 横 线 , 故 概率 
是 1. 从 而 对 《> y 


р = 


2, [F59 рес 
Pu ei 
0 


T d 
aresin(d/¢) 


РЕСЕ) 


= тув) wang) 


由 此 可 见 , 长 针 的 答案 不 那么 漂亮 , 但 它 提供 给 我 们 一 些 有 益 
的 练习 : 证 明 (“安全 起 见 ") 以 上 公式 在 4= d 时 得 出 2 ,概率 依 4 严 
格 递增 , 以 及 当 — co 时 概率 趋 于 工 


т/2. 
da + (T 1 da) 


КУ 
v 
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一 些 数学 原理 , 比方 说 本 章 标题 中 的 两 个 , 是 如 此 显然 , 以 致 于 
人 们 或 许 以 为 其 只 能 给 出 同样 明显 的 结果 . 为 说 服 人 们 " 那 可 不 一 
Ж”, 我 们 演示 一 些 Раш Erdos 建议 的 包含 在 数学 天 书 中 的 例子 , 而 
在 后 几 章 也 会 再 遇 到 它们 . 


518. 
den 3E т АЕТ, r <n 那么 至 少 有 一 个 金子 
包含 多 于 一 个 物体 . 


好 , 这 的 确 显然 , 没什么 需要 证 的 . 用 映射 的 语言 则 可 以 这 样 叙 
述 我 们 的 原理 : 设 N 和 尽 是 两 个 有 限 集合 且 


|М| 2n» r = |В], "— FIR реж" 


HS J: № 一 五 为 一 个 映射 , 则 存在 某 个 ae RIE |f a) > 2. 
我 们 还 可 以 讲 一 个 更 强 的 不 等 式 : 存在 某 个 we № (049 


¥ n 
а) > [2]. (1) 
事实 上 , 否则 的 话 将 对 所 有 的 有 |f (а) < #, 从 而 n= p 147 (a)| < 
ac 

rion, РВ. 
1. & 

断言 . 考虑 数 1,2,3,:…… ,2n, ERA PH n+14, Mik п+1 

个 数 中 必 有 两 个 彼此 互 素 . 

这 仍 是 显然 的 . 一 定 有 两 个 数 彼此 只 差 1, 从 而 互 素 . 
现在 让 我 们 把 问题 反 过 来 . 


断言 . 仍 设 AC (1,2,...,2n) E. |А — n4 1, H A FERE 
个 数 使 得 其 中 一 个 能 被 另 一 个 整除 . 
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EK n+ 1 替换 为 n， 两 个 结 
果 都 将 不 再 为 真 : 为 此 分 别 考虑 集 
A (2,4,6,-..,2n) 与 {n+ n 
2,…- ‚2п}. 


读者 或 许 乐于 证 明 对 mn 个 数 上 面 的 
命题 不 再 成 立 . 


组 合 数学 


这 就 不 那么 显然 了 ， 根 据 Erdős 所 说 , 他 在 吃饭 的 时 候 把 这 个 
问题 讲 给 年 轻 的 Lajos P6sa, 餐 毕 Lajos 就 有 了 答案 . 这 个 问题 始 
终 在 Erdós 最 欣赏 的 数学 “启蒙 " 问题 之 列 . FERE EFE NTE HEBE 
T (肯定 的 ) BR. 记 每 个 数 a є А ЕШ a = 2*m, Ж т №№ 1 
与 2n 一 1 之 间 的 奇数 . 由 于 4 里 有 n + 1 个 数 ,但 仅 存 在 7 个 不 同 
的 奇数 部 分 , А 里 就 至 少 存在 两 个 数 有 相同 的 奇数 部 分 . 从 而 某 个 
数 是 另 一 个 的 倍数 ， 口 


2. 序列 


这 是 Erdős 的 另 一 件 珍宝 , EDK A Erdős 和 Szekeres 关于 Ramsey 
问题 的 一 篇 文章 . 

断言 . 在 由 任意 mne 个 互 异 的 实数 组 成 的 序列 a, 02,---, 

ann P, 要 么 存在 一 个 长 为 由 十 1 的 递增 子 序 列 


ü «du < +--+ Gi, (i < i2 € <), 
要 么 存在 一 个 长 为 n 十 1 的 递减 子 序列 
Aj, > aja > "°° < بەز‎ (i< j2 <`: <), 


也 可 能 两 者 都 存在 . 

这 一 次 稍 缓 再 应 用 铅 笼 原理 . 对 每 个 ai, Ф t; ЖУКА ai 开始 的 
最 长 递增 子 序 列 的 长 度 . 车 存在 某 个 i 使 得 点 > т +1, 则 我 们 有 
T KJ m 十 1 的 递增 子 序列 . 那么 假设 对 所 有 的 i, A ti < т. R 
数 f : ager & 把 {ar + @mn+1} 映 到 {1,--- т} 里 面 这 一 事实 
则 告诉 我 们 : 根据 (1), 存在 s € {1, m) 使 得 对 某 开 十 1 =n +1 
С ai 有 Flai) = s. Ф Qj, Ajar" s Qj (л «€ < jaa) 表示 这 
HOR 观察 连续 的 两 个 数 a;, а. FF ау < ау, BU aj, 开始 长 
为 s 的 递增 子 序列 , 则 存在 从 aj 开始 的 长 为 s+ 二 的 递增 子 序 列 . 
由 flar) = s, 这 不 可 能 . 我 们 于 是 得 到 了 一 个 长 为 n 十 1 的 递减 子 
FRM aj, > а > … > аз. 口 

这 个 关于 单调 序列 的 看 似 简单 的 结果 有 一 个 相当 深刻 的 在 图 
的 维 数 上 的 推论 . 这 里 无 需 介绍 一 般 图 的 维 数 概念 , 而 仅仅 定义 完 
全 图 К, 的 维 数 , 描述 如 下 : SN = {1,---,n}.n > 3, 考 虑 NN 上 
的 т 个 置换 zi,… ,mm. PRE ER ri 表示 Kp, 如 果 对 任意 三 个 
ERR i jk FERM n 使 得 在 i 与 j 之后. Ku 的 维 数 就 是 使 
得 有 表示 m. ,mm 存在 的 最 小 的 m. 
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例如 dim(K3) = 3, 因为 三 个 数字 都 必须 在 最 后 位 置 出 现 一 
Ж: m = (1,2,3), л = (2,3,1), лз = (3,1,2). 那么 Ky W? 首 
先 注意 dim(K,) < (К, 41): 仅 在 Кл 的 表示 里 删 去 n + 1. 
故 dim(K4) > 3, 而 事实 上 通过 取 


71—(1,2,3,4), Ta 三 (2,4,3,1), х= (1,4, 3, 2) 


可 知 dim(K4) = 3. 不 难 证 明 dim(Ks) = 4, PE ERED 
直到 n= 12 维 数 一 直 停留 在 4, 然后 dim(K13) = 5. 

所 以 dim( Kn) 看 起 来 是 个 很 难 控 制 的 函数 . 不 过 并 非 如 此 ! 4 n 
趋 于 无 穷 , dim(K,,) 事实 上 是 个 很 好 的 函数 一 -找到 下 界 的 关键 是 
BEE, 我 们 断言 


dim(K,) > log, logy n. (2) 


由 于 我 们 看 到 dim(K,) 关于 nn 单调, 故 只 需 对 n= 2?” + 1 验证 (2), 
即 证 明 
dim(Kn) 2 p--1, 4 п= 22° +1. 


(ILA, dim(K,) < p. & m, WN = {1,2,27 +1} 
的 表示 置换 . 现在 我 们 连续 次 应 用 关于 单调 子 序列 的 结果 .在 ту 
中 必 存 在 长 度 为 2 ”+ 1 的 单调 子 序列 A, (递增 或 递减 并 不 重 
Ж). 在 тә 中 考察 集合 A 中 的 元 素 , 再 用 一 次 单调 子 序列 的 结果 , 找 
到 ra 中 Ay 的 长 为 22 二 1 的 单调 子 序 列 Аз, Аз 中 的 元 素 当然 也 
在 m 中 单调 . 继续 下 去 , 最 终 找到 一 个 大 小 为 2 +1 = З 的 子 序 
列 Ap, 它 在 所 有 的 置换 ri 中 都 单调 . 令 Ap = (a,b,c), 则 在 所 有 的 
7; 中 或 者 a < b < c, 或 者 a > b > с. 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 本 该 有 
个 置换 使 得 4b 出 现在 a 和 c 之 后 . a 

正确 的 渐进 增长 率 由 Joel Spencer (上 界 ) 和 Füredi, Hajnal, Röd! 
与 Trotter (下 界 ) 给 出 : 


dim(Kn) = log, logy п + (5 + o(1))log logy loga n. 


但 这 还 不 是 全 部 . 最 近 , Morris 和 Hosten 找到 了 一 种 方法 , 本 质 上 建 
立 了 dim(K,,) 的 确切 值 : 利 用 他 们 的 结果 和 计算 机 , 我 们 就 得 到 边 
栏 上 的 那些 值 . 这 真 了 不 起 ! 只 要 想 想 大 小 为 1422564 的 置换 有 多 
少 个 . 判断 7 个 抑或 8 个 置换 刚好 可 以 表示 Kisse 该 是 多 么 困 
难 啊 ? 


m:123 5 6 7 8 9101112 4 
73:234 8 7 6 5121110 9 1 
73:3411112 910 6 5 8 72 
7441210 91211 7 8 5 63 
这 四 个 置换 表示 Kiz 


dim(K,) <4 = п<12 
dim(Kn) <5 4> n <81 
dim(Kn) <6 <> n < 2646 
dim(K,)« 7 <=> n < 1422564 


3. RA 


Paul Erdős $E F XR E RA HRTEM FAVA Andrew Vázsonyi 
和 Marta Sved: 

断言 . 给 定 n 个 不 一 定 互 异 的 整数 qa1,… ,am 则 必 存 在 连 

续 的 整数 Qk4-15Qk--2s 7 ^ * , 04, 其 和 dd а 是 n 的 倍数 . 

ЖМ = {0,1,---,n} RR={0,1,--- ,n 一 1}. 考虑 映射 1 :N 一 
R, FEP f(m) iÈ at Ham п НО. H || = п+1 > n = |R], 
一 定 存 在 两 个 和 Qj +. + Gk, а + Ба (k < £) 有 相同 的 余数 . 
以 上 第 1 个 和 可 能 是 空 的 , 此 时 取 为 0. 于 是 


1 1 k 
а = Daya 
i=k+1 i-l #=1 
余数 为 0. 证 毕 . п 
让 我 们 转向 第 二 条 原理 : 使 用 两 种 方法 计数 . 这 指 的 是 以 下 的 
方法 . 
双 计 数 . 


设 给 定 了 两 个 有 限 的 集合 R5 C 以 及 于 集 S CRC. 
当 (p,q) € S 时 , 我 们 称 p 和 gq 是 关联 的 . Sr, 表示 和 peRR 
关联 的 元 素数 , cy 表示 和 4 EC 关联 的 元 素数 , 那么 


Yn = У д. (3) 
рєк qec 


不 证 自明 : 第 一 个 和 把 S 里 的 对 按照 第 一 个 元 素 分 类 , 第 二 个 
和 按照 第 二 个 元 素 分 类 
把 集合 5 画 出 来 是 个 好 办 法 . 考虑 矩阵 S 的 关联 矩阵 4 = (apq), 
其 行 和 列 分 别 由 n5 c 里 的 元 素 标记 ,使 得 
| 1 M(pg)eS 
ann = 
0 (р, а) ¢ S. 
如 此 设置 , TI J rp 是 A 的 第 p 行 元 素 的 和 , 而 cy 是 第 q 列 元 素 之 
All. 因此 (3) 的 第 一 个 和 把 A 的 元 素 按 行 加 起 来 ( 即 对 S 的 元 素 计 
数 ), 第 二 个 和 则 是 按 列 加 起 来 . 
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S 


下 面 的 例子 应 该 可 以 说 明 这 个 对 应 . 令 R = C = {1,2,-+- ,8}, 
At 5 = (0,3) : ij), FERE EEE (只 显示 非 零 的 元 素 1). 
4. 仍旧 是 数 

看 边栏 的 表 : 第 j IE 1 的 个 数 恰 为 j 的 因子 数 , 用 t(j) 标记 
之 . 现在 问 当 了 从 1 增加 到 n,t(i) 平均 有 多 大 ? 此 即 要 求 量 


in) = Ly 0). 


j=l 


对 一 般 的 n, (п) 是 多 大 ? 乍 看 上 去 颇 为 无 助 . 24 p 是 素数 ,有 t(p) = 


2; 而 对 2* 却 有 很 大 的 值 t(2*) = k + 1. 所 以 t(n) 跳动 剧烈 , 这 让 我 
们 怀疑 Ein) 也 差不多 如 此 . 事实 正 相 反 ! 双 计 数 的 方法 给 出 了 一 个 
意外 而 漂亮 的 答案 . 

对 整数 1 A n 考虑 (如 上 的 ) 矩阵 А, 按 列 计数 得 到 DF tC). 
那么 第 i 行 有 多 少 个 1 WE? 非常 简单 ,这 些 1 对 应 i 的 倍数 : 1i, 2i,…， 
而 最 后 一 个 不 超过 п 的 倍数 是 2Ji. 因此 


Е lx RATES iA 1 

t „айе. tj) = — =| <s- “> = "". 

(n) 22 (2) FHA M 17% 
以 上 当 每 一 项 由 |2| UE 2, 误差 不 超过 1. 现在 最 后 一 个 和 是 
第 nn 个 调和 数 Hn, 因此 有 五 , 一 1 < n) < Hn. 参考 第 2 章 对 Hn 
的 估计 就 有 


1 E 
logn-1 < Н» < t(n) < Н, < logn+1. 


于 是 我 们 证 明了 这 个 非凡 的 结论 ,尽管 t(n) WARE, ВИЙ (n) 
却 表现 优美 : EAM logn 上 下 只 差 不 到 1. 


5. 图 


4 С 为 有 限 简单 图 , 其 顶点 集 为 V, WRA E. 在 第 11 章 我 们 
已 经 定义 了 顶点 ~ 的 度 d(v): ВИ v 为 一 个 端点 的 边 的 数目 . 图 中 
的 例子 里 , 各 顶点 1,2,--- ,7 分 别 具 有 度数 3;2, 4, 3,3, 2,3. 


Lk 3 А i с: 
2 1 1 1 1 
3 1 1 

4 1 1 
5 1 

6 1 

7 1 

8 1 


n|123456 7 8 
(911122191 


(п) 的 几 个 初始 值 


大 部 分 图 论 书 以 下 面 的 结果 开头 (事实 上 我 们 已 在 第 11, 17 章 见 过 5 NA 


f) 
Dj dlv) = 2|Е|. (4) 


vEV 
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考察 5 CV x Е, Ф 5 是 对 (v, e) HRA, SK v eV EÈ ec E tfj 
一 个 端点 . 对 5 双 计 数 一 方 面 给 出 У) су du), 因为 每 个 顶点 对 和 
贡献 了 d(v) 那么 多 ; 另 一 方面 给 出 28|, 因为 每 条 边 有 两 个 端点 . O 

结果 (4) 看 上 去 如 此 简单 , 却 有 许多 重要 的 推论 , 我 们 在 下 文中 
将 讨论 其 中 的 一 些 . 本 节 则 挑 出 一 个 对 图 的 极 值 问 题 的 优美 应 用 ， 
问题 如 下 : 

假设 G = (V, E) 是 一 个 具有 n 个 顶点 但 不 含 长 度 为 4 的 

B ( 记 为 C4) HA, Tk Bp ASF TY. 那么 G 最 多 可 以 有 多 

少 条 边 ? 
例如 , 边栏 中 5 个 顶点 的 图 不 含 4 ELA 6 条 边 . 读者 容易 验证 : 
在 5 个 顶点 的 情况 下 最 多 可 能 的 边 数 就 是 6, 而 且 该 图 事实 上 是 唯 
一 的 5 个 顶点 、6 条 边 而 又 没有 4- 圈 的 图 . 

现在 看 一 般 的 情形 . © G 为 п 个 顶点 的 不 含 4- 圈 的 图 ， 如 
上 用 d(u) 表示 и 的 度数 ， 现 在 对 集合 S 用 两 种 方法 计数 : S 是 
对 (u, {v,w}) 的 集合 , HEP u Sv flu 5 w MAB, Av Aw. 换 言 
之 ,对 所 有 的 u 


o 


进行 计数 ; 关于 и RA, 我 们 得 到 15| = Dey (709). 另 一 方面 , 每 
个 对 (v, ш} 有 至 多 一 个 邻居 (由 不 含 Cy 的 条 件 ). 所 以 15| < (2), 从 


而 
d(u) e (" 
E)E G) 
或 者 说 
Y du)? < n(n—1) + Y? d(u). (5) 
ucV чє 


下 面 (在 这 个 类 型 的 极 值 问题 中 相当 典型 针对 向 量 (dui), … ， 
d(un)) Ж (1,1,۰۰ ,1) 应 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ,得 


( У, аи)" < ny dlu}, 
uev чє 
从 而 由 (5), 
(X: daw) < n(n =1) +n (ш). 


чє ueV 


应 用 (4) 我 们 发 现 


4|E? < n?(n—1)-42n|E| 


$4 225% AHS Ite 163 


或 5, 
poe = Sq SD ео ره‎ 
解 对 应 的 二 次 方程 我 们 就 得 到 下 面 的 Istvan Reiman 的 结果 


定理 . 若 n 个 顶点 的 图 G 不 含 4- BATA, 
|E| « |5 (1+ Vin=3)| . (6) 
4n=5 9 |Е| < 6, 上 面 给 出 的 图 表明 等 号 可 以 成 立 . 


双 计 数 如 此 容易 地 给 出 了 边 数 的 一 个 上 界 . 一 般 地 , (6) 这 个 界 
有 多 好 呢 ? 下 面 的 美妙 例子 [2] [3] [6] 表明 , 它 几 乎 是 确 界 . 在 这 类 


问题 上 ,有 限 几何 经 常 提供 帮助 (0,0, 2) 

介绍 这 个 例子 时 我 们 假设 读者 熟悉 整数 模 素数 p 得 到 的 有 限 
域 Z, (参看 第 4 章 ). 考虑 Z 上 的 三 维 线性 空间 X, 通过 X 构造 下 (1,0,1) (0, 1,1) 
面 的 图 Gp. Gp 的 顶点 是 一 维 子 空间 [o] := span, (v.O £v € х, `'' ay 
且 两 个 这 样 的 子 空间 [v], [ш] 有 边 相 连 当 Y 


(v, w) = viw, + vew2 + ®зшз = 0. 


注意 从 子 空间 取 哪 个 0 的 向 量 并 不 关键 . 用 几何 的 话说 , 顶点 就 (0009 (1,1,0) — (010 
是 Z 上 射影 空间 的 点 , m w ETE v 的 极 线 上 时 [ш] 与 [v] 相 邻 . 图 Go: 其 顶点 是 7 个 非 零 三 元 
例如 图 Ga 不 含 4- Bl, 有 9 条 边 , 几乎 达到 了 (6) 给 出 的 界 10. 组 (2,0,2). 
我 们 将 证 明 这 对 任意 的 素数 p 是 对 的 . 
先 证 Gp WERE С, 的 条 件 . 若 四 是 [v] 和 [w] 的 共同 邻 点 ， 
则 u 是 线性 方程 组 
Ur + voy + vgz = 0 
wir + шоу + w3z = 0 
的 解 . HF о Al ао 线性 无 关 , 解 空间 维 数 是 1, 从 而 公共 邻 点 [шј 是 
唯一 的 
FHA Gy 的 顶点 数 , 仍 用 双 计数 . 空间 X fae p - 147 z 0 B 
向 量 . 由 于 每 个 一 维 子 空间 含 p 一 1 个 头 0 的 向 量 , ИГХ Ж =) = 
及 十 D 十 1 个 一 维 子 空间 , 即 Gy 有 n= 十 p 十 1 个 顶点 .类似 地 ， 
每 个 二 维 子 空间 含 p —1 4 + 0 的 向 量 , 因此 包含 Ê = p41 4 
一 维 子 空间 . 
剩 下 要 决定 的 是 G, 的 边 数 ; 或 者 由 (4), 只 需 知道 度数 . 由 С, 
的 构造 ,和 [и] 相 邻 的 项 点 都 是 方程 


uz + шоу + usz = 0 (7) 


corcrc = 


OH OOO н н 


eye © © н © о н 


= orf O Cre © 


= = © OF о © 


OO 一 -= ~ © с о 
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的 解 . СТ) 的 解 空间 是 个 二 维 子 空间 , 所 以 有 p 十 1 个 顶点 与 [и] 相 邻 . 
但 须 谨慎 , u 本 身 可 能 也 是 (7) 的 解 , 那 将 导致 仅 有 p 个 顶点 与 [u] 
HAE. 

总 结 一 下 , 我 们 得 到 了 以 下 结果 : XP u KERA 2? +? +22 0 
之 上 , 则 a([u]) = p, 否则 a([u]) = p+ 1. 因此 , 剩 下 的 任务 就 是 找到 
落 在 锥 线 


T +y +22 = 0 


上 的 一 维 子 空间 的 数目 . 让 我 们 先 看 一 下 这 个 结果 , 稍 后 再 证 明 . 
断言 . 23 a? ty - 2? = 0 690 (т, y, z) BA p? 个 ,所 以 (HE 
除 零 解 ) G, 恰 有 ES} = p+ 1 ARIA р HAR. 

利用 这 个 结果 就 可 以 结束 对 Gy 的 分 析 . 度数 为 p 的 顶点 有 p+1 
^r. 因此 度数 为 p 十 1 的 顶点 就 有 (p? + p + 1) 一 (p 十 1) = p? ^F. Ж] 
用 (4), 我 们 得 到 


2 2 
IE] = (re, Prid á pee 


2 
= 0р (әр) = EP aT Var eae). 
置 m=22 十 p+1 最 后 一 个 方程 化 为 
[Е| = at (1+ Van — 3), 
这 几乎 与 (6) М. 


现在 证 明 断 言 . 以 下 的 论证 是 线性 代数 的 优美 应 用 , 用 到 了 对 
称 和 矩阵 和 特征 值 . 在 第 34 章 我 们 还 会 看 到 这 种 方法 , 这 并 非 巧合 : 两 
个 证 明 出 自 Erdós, Rényi #1 Sós 的 同一 篇 文章 . 

用 U1,U2,::: Up24p+1 表示 前 述 X 的 一 维 子 空间 ， 它们 两 两 
线性 无 关 . 类 似 地 , 可 以 用 相同 的 这 些 向 量 标记 二 维 子 空间 , 对 应 
F u = (ш, ио, из) 的 子 空间 就 是 (7) 中 方程 мут + шоу + ugz = 0 
的 解 集 . (这 当然 不 过 就 是 线性 代数 中 的 对 偶 原 理 .) 所 以 根据 (7), 
由 v, 表示 的 一 维 子 空间 包含 在 由 v; 表示 的 二 维 子 空间 里 面 当 且 
仅 当 (vi, vj) = 0. 

现在 考虑 如 下 定义 的 (p? + p 1) x (p? + p+ 1) ЖЕ A = (aij): 
A 的 行 与 列 都 对 应 vi, -- ‚тауу (对 行列 也 这 样 标记 ), Н. 


J 1, 1806.9) - 0, 
Lo, s. 
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A 是 实 对 称 和 矩阵 , H (v; vi) = 0, 即 当 v; TEPER 22 + y? + 2? = 0 
上 时 , a, = 1. 于 是 只 需 证 明 


tr (A) = p4 1. 


线性 代数 告诉 我 们 迹 tr (А) 等 于 特征 值 之 和 . 诀窍 在 这 里 : 尽管 4 
看 上 去 麻烦 , 矩阵 А? 却 很 容易 分 析 . 注意 两 个 事实 : 
。 4 的 每 行 恰 含 p+1 个 1. RW p+1 是 A 的 特征 值 , 因为 A1 = 
(p 十 1)1, 这 里 1 是 全 由 1 组 成 的 向 量 . 
e. 对 于 任 两 个 相 异 的 行 vi, vj, BFE 1 列 与 这 两 行 相交 处 都 是 1 (这 
个 列 对 应 vi o; 生成 的 唯一 的 那个 二 维 子 空间 ). 
由 以 上 事实 , 知 


El i 4 


lI pri-- 1 


A? = = pl + J, 


1 1 Seren: Sct T 
其 中 工 是 单位 和 矩阵, 7 了 是 元 素 全 为 工 的 矩阵 . 现在, J 有 特征 值 p? + 
p+1(1 重 ) 和 0(p?+p 重 ). 故 A2 有 1 重 的 特征 值 p?+2p+1 = (p+1)? 
Жр? + р ЖЕННЯ р. 由 于 A ЭРКЕ РЕ, 可 以 对 角 化 , 我 们 发 
А AFFI p + 1 2X —(p +1) ROH p? + p ЖЕМИ +p. 由 
上 面 的 第 一 个 事实 , 最 大 特征 值 必 定 是 p+1. 设 V5 是 + 重 ,而 -V5 
是 s 重 的 , 则 
{т (А) = (р+1) +тур — syp. 

由 于 迹 是 整数 , 一 定 有 7 = s, 故 tr (A) = p+ 1. 这 样 我 们 就 达到 目 
的 了 . 口 


6. Sperner 引 理 


1912 年 , Luitzen Brouwer 发 表 了 著名 的 不 动 点 定理 : 

每 个 从 п 维 球 到 它 自 身 的 连续 函数 f: Bn —— B" 都 有 不 动 

点 (满足 f(z) = 2 4% жє В"). 

1 维 是 区 间 的 情形 , 从 中 值 定理 易 得 . 但 对 高 维 的 情形 Brouwer 
的 证 明 用 到 了 复杂 的 工具 . 所 以 发 生 在 1928 年 的 如 下 事情 着 实 令 
人 惊讶 : 年 轻 的 Emanuel Sperner( 时 年 23 岁 ) 给 出 了 一 个 简洁 的 组 合 
结果 , Brouwer 的 不 动 点 定理 和 连续 双 射 的 维 数 不 变量 都 可 以 从 中 
推 得 . 此 外 , 与 Sperner 的 精巧 引 理 般配 的 是 它 同 样 美丽 的 证 明 一 一 
用 的 是 双 计 数 . 
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以 下 讨论 Sperner 引 理 ; Brouwer 定 理 的 第 一 个 非 平凡 情形 , 即 ”= 
2 时 的 情形 , 将 作为 推论 . 读者 将 之 推广 为 更 高 维 数 的 情形 应 该 不 会 
遇 到 困难 (对 维 数 归纳 ). 


Sperner 引 理 . 

假设 顶点 为 Vi, Va, Va 的 “大 ”三 角形 被 三 角 训 分 ( 即 分 解 为 有 
限 多 个 拼 在 一 起 的 “小 ”三 角形 ). 

设 将 三 角 庆 分 后 的 顶点 用 集合 {1,2,3} 中 的 数 “ 着 色 ” Vi 得 到 
颜色 i( 对 每 个 i), EF V, 8] V; 8010 LAA ARE i Fo j HMA! (15 j), 
但 内 部 的 顶点 选取 颜色 1, 2 或 3 是 任意 的 . 

那么 一 定 存 在 “三 着 色 ” 的 小 三 角形 , 其 顶点 得 到 了 全 部 的 三 种 
三 着 色 的 三 角形 用 阴影 标记 颜色 . 


国 证 明 ， 我 们 证 一 个 更 强 的 结论 : 三 着 色 的 三 角形 数 不 仅 不 是 0, 而 
Аж. 

考虑 三 角 齐 分 图 的 对 偶 图 , 但 不 取 全 部 的 对 偶 边 , 而 只 保留 那 
些 当 它 穿 过 的 边 的 两 个 端点 着 色 分 别 是 (不 同 的 )1 和 2 的 对 偶 边 . 
这 样 我 们 得 到 一 个 “部 分 对 偶 图 ” 其 顶点 的 度 为 1, 若 对 应 的 是 三 
着 色 的 三 角形 ; 度 为 2, 若 对 应 的 三 角形 仅 有 两 种 颜色 1 和 2; 度 为 0， 
车 对 应 的 三 角形 里 颜色 1 和 2 不 都 出 现 . 于 是 只 有 三 着 色 的 三 角形 
对 应 奇 度数 的 顶点 ( 度 为 1). 

然而 , 对 偶 图 里 对 应 三 角 痢 分 图 外 部 区 域 的 顶点 是 奇 度 的 : 事 
实 上 沿 着 长 边 Vi 到 Vo, 在 颜色 1 与 颜色 2 之 间 变 化 了 奇数 次 . 所 以 
部 分 对 偶 图 有 奇数 条 边 穿 过 这 条 长 边 , 并 且 其 他 两 条 长 边 都 不 同时 
含有 颜色 1 和 2. 

现在 由 于 任何 有 限 图 里 的 奇 度 点 是 偶数 个 (根据 方程 (4)), 三 着 
色 的 小 三 角形 (对 应 对 偶 图 内 部 的 那 奇数 个 奇 度 顶 点 ) 必 有 奇数 个 . 


口 


利用 这 个 引 理 , 容易 导出 Brouwer 的 定理 . 


® Brouwer 不 动 点 定理 的 证 明 .，( 当 n= 二 2). 今 A 为 R3 中 以 el = 
(1,0,0), ez = (0,1,0) 和 es = (0,0,1) 为 项 点 的 三 角形 . 因为 A А 
于 二 维 球 Bo, 只 需 证 明 每 个 连续 映射 у: A — A 都 有 不 动 点 . 

令 S(T) Зәки T 里 最 长 边 的 长 度 . 容易 构造 一 个 人 的 
SARDER FAN T, 75,… 使 得 最 大 长 度 组 成 的 数列 S(T) 收 
敛 到 0. 这 样 的 序列 可 以 直接 构造 , 也 可 以 归纳 地 构造 , 例如 令 Te 
为 Т, 按照 重心 细 分 . 


$4223 Hy Hh Mite 


对 每 个 这 样 的 三 角 剖 分 ; 670 ME 109 TUS v 进行 三 着 色 ; 和 (vw) := 
min(i : f(v); < vi}, BI Alo) 是 最 小 的 i 使 得 f(v) 一 的 第 i 个 
坐标 是 负 的 . 只 要 f 没有 不 动 点 , 这 个 定义 就 是 合理 的 . 这 是 因为 
f vc A 都 在 平面 zl 十 za +23 = 1 上 , 所 以 Sy = 1. 因此 
E flo) Av, WA fw) — v 至 少 有 一 个 坐标 是 负 的 (也 至 少 有 一 个 
坐标 是 正 的 ). 

先 验证 这 个 着 色 满 足 Sperner 引 理 的 条 件 . 首先 , 顶点 e; 必 为 颜 
色 i, 因为 f(ei) — e; 可 能 为 负 的 坐标 仅 有 第 i 个. 其 次 , ж о 落 在 
与 е; 相对 的 长 边 上 , W v; = 0, 所 以 f(v) — v 的 第 i 个 坐标 不 可 能 
是 负 的 , 也 就 是 说 vv 不 会 具有 颜色 i. 

Sperner 引 理 于 是 告诉 我 们 在 每 个 三 角 齐 分 未 里 面 都 存在 三 着 
色 的 三 角形 (v^? oF, v EE A(v**) = i. 顶点 (v) 构成 的 
序列 不 一 定 收敛 , 但 由 于 单纯 形 A 是 紧 的 必 存 在 收敛 的 子 序列 . 用 
对 应 的 子 序列 代替 三 角 章 分 T (为 方便 仍 用 T, 表示 ), 可 设 (v), 
收敛 到 点 v € A. 另 一 方面 v^? 和 v3 到 ot! 的 距离 最 多 是 5(7), 
也 收敛 到 0. 所 以 点 列 (v^2) 和 (v9) 收敛 到 相同 的 点 v. 

那么 f(v) 在 哪 呢 ? 已 知 对 所 有 的 k, f(v*!) 的 第 一 个 坐标 小 
于 uF 的 第 一 个 坐标 . 由 于 f 连续 , /(ъ) 的 第 一 个 坐标 就 小 于 或 等 
Tov 的 第 一 个 坐标 . 对 第 二 、 第 三 个 坐标 也 如 此 . 于 是 f(v) — v 的 
坐标 都 不 是 正 的 , 这 与 假设 f (v) Av PA. 口 
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有 限 集 上 的 三 个 著名 定理 


在 本 章 中 我 们 考虑 组 合 数学 的 一 个 基本 主题 : ARE N = (1,2, 

ә „nF 的 一 些 子 集 组 成 的 特定 集 族 F 的 性 质 和 基数 . 我 们 从 两 个 

经 典 结果 开始 : Sperner 定理 和 Erd6s-Ko-Rado 定理 . 这 两 个 结果 的 

共同 特点 是 它们 都 被 证 明了 很 多 遍 , 还 有 它们 各 自 开 辟 了 组 合集 合 

论 的 一 个 新 领域 . 看 上 去 归纳 法 是 证 明 这 两 个 定理 的 自然 途径 , 但 
我 们 此 处 要 讨论 的 论证 颇 为 不 同 而 发 人 深思 . 


1928 年 , Emanuel Sperner 提出 并 自己 解决 了 这 样 一 个 问题 : 给 
ERE N = {1,2, n}, PRN 的 一 些 子 集 构成 的 集 族 下 为 反 链 ， 
E 大 中 没有 哪个 元 素 是 大 另 一 个 子 集 . 反 链 最 大 可 以 是 多 少 ? 很 
明显 , 所 有 的 k- 子 集 构成 的 族 五 满足 反 链 的 要 求 , 且 (Fel = (2). 
在 二 项 式 系数 中 找 最 大 的 ( 见 第 2 章 ) 可 以 得 到 大 小 为 (at) = 
max, (2) 的 反 链 . Sperner 定理 则 断言 没有 更 大 的 了 . 


定理 1. 一 个 mn- 集合 的 最 大 反 链 的 基数 是 (|, |). 


BP UEBB. 诸多 证 明 中 , David Lubell 的 那个 大 概 是 最 简短 最 优美 的 
了 - 设 大 是 任意 的 一 个 反 链 , 往 证 |F| < (,,7,). 证 明 的 关键 是 考 
BETEARI = Co с С, с Co C CC, = №, HER 
“4 i=0,-:-,n 时 . Cl = i ABD HEME? 显然 ;可 以 通过 把 N 中 
的 元 素 一 个 一 个 加 上 去 来 得 到 链 , 所 以 刚好 有 N 的 所 有 置换 那么 
多 个 链 , 也 就 是 nl. 进一步 , 对 A € 大 研究 有 多 少 个 链 包含 А. 这 也 
容易 . 从 名 到 4 可 以 把 4 中 的 元 素 一 个 一 个 加 上 去 ;然后 从 AF 
始 把 剩 下 的 元 素 一 个 一 个 加 上 去 直到 М. 故 若 4 含 上 个 元 素 , WA 
起 来 就 有 k!(n — k)! 个 这 样 的 链 . 注意 不 可 能 有 链 同 时 穿 过 F 中 两 
个 不 同 的 元 素 4 和 В, 因为 下 是 个 反 链 . 

为 了 完成 定理 的 证 明 , 令 my 表示 F 中 的 k- FE, 则 LE] = 
Veo ть. 根据 我 们 的 讨论 , F F 中 某 个 元 素 的 链 的 个 数 为 


Уу mek! (n — k)!, 


k=0 


Emanuel Sperner 
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检验 : 当 п 为 偶数 时 所 有 的 2- F 
集 构成 的 集 族 , 以 及 当 n 为 奇数 时 
所 有 的 e- 子 集 构成 的 集 族 和 所 有 
的 对 1- 于 集 构成 的 集 族 确实 是 仅 有 


的 达到 最 大 基数 的 反 链 ! 
点 边 
\ / 


Мп = 6 时 的 圆周 С. 黑色 的 几 条 边 
描绘 出 一 条 长 为 3 的 圆 弧 . 


而 这 个 数 不 会 超过 所 有 链 的 数目 nl!; 所 以 
= = k!(n — К)! а = Ph ст 
2 NE S < 1 或 2 5 < 
将 分 母 换 为 最 大 的 二 项 式 系数 , 于 是 得 到 


n 


2 n 
Dm <, жш jA = Yom < (a) 


(\n/24) k=0 
证 毕 . a 


我 们 的 第 二 个 结果 则 属于 完全 不 同 的 性 质 . 仍 考虑 集合 N = 
{1,… n). 称 子 集 族 F 为 相交 族 , 若 大 中 任 两 个 元 素 至 少 有 一 个 公 
FETC. 几乎 可 以 马上 发 现 最 大 的 相交 族 的 基数 为 2"-1: FA € F, ЯБ 
么 其 补 集 Ае = N\A 与 А 相交 为 空 , 故 不 能 出 现在 F E. 所 以 相交 
族 最 多 可 以 有 所 有 的 子 集 数 2" 的 一 半 那 么 多 的 元 素 , 即 | 天 | < 2771. 
另 一 方面 , 考虑 含有 某 个 固定 点 的 所 有 子 集 , 例如 含有 1 的 所 有 子 
集 构 成 的 族 Fi, 则 显然 | 万 | = 277, 问题 就 解决 了 . 

现在 问 这 么 一 个 问题 : 若 要 求 每 个 子 集 有 同样 的 基 , 比方 说 人 
那么 丰 最 大 可 能 的 基数 是 多 少 ?” 称 这 样 的 族 为 相交 k- ЖЖ. ЖШ 
iEn > 2k, BWA k- 子 集 必 相 交 , 故 无 需 证 明 . 用 上 面 的 思想 ， 
取 含 固定 点 (如 1) 的 所 有 大 - 子 集 当 然 可 以 得 到 满足 条 件 的 集 族 F 
显然 万 里 的 子 集 可 以 通过 把 1 加 到 {2,3,… n) 所 有 的 (k 一 1)- 子 
集 里 得 到 , 因此 | 万 | = (271). 还 可 以 更 优 吗 ? 不 一 一 这 就 是 Erdős- 
Ko-Rado 定理 . 


定理 2. 3 n > 2k, 一 个 n- 集合 的 相交 上- 集 族 最 大 可 能 的 基数 
x (271). 
1938 年 , Paul Erdős, 柯 召 (Chao Ko) 和 Richard Rado 发 现 了 这 个 


定理 , 但 直到 23 年 后 才 将 之 发 表 . 此 后 众多 证 明和 变形 纷 至 吾 来 ,但 
下 面 的 由 Gyula Katona 给 出 的 证 明 格 外 优雅 . 


B iFM. 证 明 的 关键 是 一 个 乍 看 上 去 和 我 们 的 问题 毫 不 相干 的 简 
单 引 理 . 考虑 被 п 个 点 分 成 n 条 边 的 圆周 C. KA k HMR 包 
含 上 十 1 个 连续 的 点 和 它们 之 间 的 上 条 边 . 


引 理 . i& n > 2k, HRA t KR кё) AHR A, , A, ,使 得 任 
PG zx 3E, Mt < К. 


为 证 引 理 , 注意 С 的 每 一 点 至 多 是 某 1 条 弧 的 端点 . FRE, 
F Ai, Aj 有 公共 的 端点 v, 则 它们 不 得 不 向 相反 的 方向 延展 (因为 
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它们 是 相 异 的 ). 但 由 ”> 2k 它 们 将 不 会 有 公共 边 . 固定 A, 由 于 每 
4 Aj (i > 2) 与 41 有 公共 边 , A; 的 一 个 端点 是 A, 的 内 点 . 从 上 面 
看 出 这 些 端点 各 不 相同 , 而 A, 共有 上 大 一 1 个 内 点 ,所 以 A, 之 外 只 能 
有 至 多 上 一 1 条 弧 ,加 起 来 至 多 有 大 条 弧 . 引 理 得 证 . 口 

现在 继续 证 明 Erdós-Ko-Rado 定理 . 4 大 是 一 个 相交 k- ЖЖ. 
考虑 上 述 有 个 点 ,n 条 边 的 圆周 С. 取 环 排列 т = (aiiaz…… ,an)， 
将 а, 依 顺 时 针 写 在 C 的 各 边 上 . 对 满足 其 大 个 元 素 连续 地 出 现在 C 
上 的 集合 Ає ғ. 由 于 FERK, 引 理 告诉 我 们 至 多 有 大 个 
这 样 的 集合 . 这 对 所 有 的 环 排列 都 如 此 , 又 因为 一 共有 (n — 1)! 个 环 
排列 , 故 以 上 的 方式 产生 了 至 多 


k(n — 1)! 


个 大 中 的 集合 , 其 元 素 连 续 地 出 现在 某 个 环 排列 上 ， 对 固定 的 集 
fr A e 大 ,我 们 计数 了 多 少 次 呢 ? 很 容易 : 如 果 A Hk 个 元 素 是 按 
照 某 种 顺序 连续 出 现 的 , 则 A 出 现在 r E. 而 我 们 共有 к! 种 可 能 连 
续 地 书写 A, 以 及 (n — к)! 种 方式 将 剩余 的 元 素 排序 . 因此 结论 是 固 
定 的 集合 A 恰好 出 现在 局 (” — k)! 个 环 排 列 里 面 , 从 而 
k(n — 1)! n—1)! n-1 

жет Ge ر‎ eee 

我 们 仍 可 以 问 包含 某 个 固定 元 素 的 k- 集 族 是 不 是 唯一 达到 最 
大 基数 的 情形 . “4 п = 2k 时 这 当然 不 对 . 例如 , 4 n = 4 及 大 = 2 时 
集 族 (1,2), (1,3), {2,3} 的 基数 也 是 ($) = 3. 一 般 地 , ™ n = 2k FÎ, 
可 以 通过 任意 选取 k- FE 4 SHAME N\A 这 一 对 中 的 某 一 个 来 
得 到 基数 为 3(*) = ("-!) 的 最 大 相交 大- 集 族 . 但 当 > 2k 时 , 包 
含 某 个 固定 元 素 的 特殊 集 族 确实 是 唯一 的 情形 了 . 读者 请 试 着 自己 
证 明 . 


最 后 , 我 们 转向 第 三 个 结果 , 这 或 许 是 有 限 集合 论 中 最 重要 的 
基本 定理 了 : Philip Hall 在 1935 年 证 明 的 “婚姻 定理 ”. 它 打 开 了 今 
天 所 谓 匹 配 理 论 的 大 门 , 且 有 广泛 的 应 用 , 其 中 的 一 些 我 们 随后 还 
会 看 到 . 

考察 有 限 集 X 与 X 的 子 集 41,… , An (不 一 定 互 异 ). RE 
列 z1,… ,zn 为 {41,… An} 的 一 个 相 异 代表 系 , 若 ri 两 两 互 异 ， 
且 对 所 有 的 i 有 zi € A; 简称 为 SDR 的 这 样 的 一 个 系统 当然 未 必 
存在 , 例如 当 某 个 集合 А, 是 空 的 . Hall 定理 的 内 容 就 是 关于 SDR FF 
在 的 确切 条 件 . 


es 


ғ, 


当 m=4 大 三 2 时 的 一 个 相交 集 族 
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{B, C, D) 是 一 个 临界 族 
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给 出 结果 之 前 让 我 们 从 人 的 角度 闹 释 一 下 ; 从 中 明白 其 俗称 Ж 
WER 的 缘由 : 考虑 女孩 的 集合 {1,… ,n} 与 男孩 的 集合 X. {тє 
Ai, 女孩 i 与 男孩 + 有 结婚 的 可 能 , BI A; 是 女孩 i 的 所 有 可 能 对 象 
的 集合 . 存在 SDR 则 表示 存在 每 一 个 女孩 都 得 以 与 自己 喜欢 的 男孩 
结婚 的 集体 婚配 模式 . 

回 到 集合 ,我们 的 结果 陈述 如 下 : 


定理 3. 令 A1,:… ,A HARE 和 的 一 些 子 集 . 它们 存在 相 异 代表 
系 当 且 仅 当 对 每 个 1 < m € n, 任意 m 个 子 集 A, 的 并 包含 至 少 т 
个 元 素 . 


必要 条 件 是 显然 的 : BH m 个 集合 A 的 并 含有 少 于 m СЖ, 
则 这 m 个 集合 就 不 能 被 互 异 的 元 素 代 表 . 令 人 惊讶 的 事实 (导致 了 
普 适 的 应 用 ) 是 这 个 明显 的 条 件 也 是 充分 的 . Hall 的 原始 证 明 相当 
复杂 , 随后 出 现 了 众多 不 同 的 证 明 , 其 中 下 面 这 个 (属于 Easterfield, 
被 Halmos 和 Vaughan 重新 发 现 的 ) 也 许 是 最 自然 的 . 


m UERR. Xj n 归纳 . n= 1 时 显然 . Sn > 1, 且 设 {41,:… ,An} 
满足 定理 的 条 件 , IRIEL FEA (Н). XJ 1 < £ < n, PKI ER А, 
为 临界 族 , 若 它 们 的 并 集 的 基数 刚好 为 4. 下 面 我 们 分 两 种 情形 讨 
论 . 

情形 1. 不 存在 临界 族 . 


ТЕҢ т € An. MA X PEH r, BBRA 和 1,… , Ahon XE A = 
Аа}. 由 于 不 存在 临界 族 , 任意 m 个 集合 А, 的 并 仍 包含 至 少男 
个 元 素 . 因此 由 归纳 法 知 存在 {41,… , AY} AY SDR z1,… mua 
令 тл = mm 合 在 一 起 就 给 出 了 原来 集 族 的 SDR. 


情形 2. 存在 临界 族 . 
重新 排序 后 可 假定 {A1,… , Ap} 是 临界 族 , 则 有 UL LAC X 


满足 |X| = £. 由 £ < n, 应 用 归纳 可 得 存在 41,:…… ‚А, 的 SDR. BITE 
在 六 中 元 素 的 排序 z1,.… ,ze 使 得 对 所 有 的 i< CF a; Є Aj. 


考虑 剩 下 的 集合 Asi, 4, 任 取 它们 中 的 mn 个 .根据 条 件 BD), 
Ai, ‚А, 和 这 m 个 集合 的 并 包含 至 少 4 十 m 个 元素 ,所 以 这 m 个 
集合 在 六 之 外 还 包含 至 少 m 个 元 素 . 换言之 , ЖЖ 


А, е SS DE 


也 满足 条 件 (Н). 归纳 假设 给 出 he p An 的 在 久之 外 的 一 个 SDR. 


第 23 章 有 限 集 上 的 三 个 著名 定理 &, 173 
K% 


将 其 与 z1,… ‚т, 合 在 一 起 , 我 们 得 到 所 有 集合 A; 的 一 个 SDR. 证 
毕 . 口 
正如 我 们 提 到 过 的 , Hall 的 定理 是 如 今 已 很 宏大 的 匹配 理论 领 
域 的 开端 [6]. 在 诸多 变形 和 分 枝 中 让 我 们 提 一 个 特别 有 意思 的 结 
果 . 我 们 请 读者 来 自行 证 明 : 
设 集合 A1,… , An 的 基数 都 是 大 > 1, 并且 没 有 元 素 含 在 多 
于 大 个 集合 里 , 则 存在 大 个 SDR AFRESH i, A; 的 大 个 
代表 元 是 互 异 的 , 从 而 合 在 一 起 构成 Ai. 
这 个 美丽 的 结论 或 许可 以 开启 新 的 婚姻 模式 . 
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洗 牌 


| 一 副 牌 要 洗 多 少 次 才 会 变 得 随机 2? 


对 随机 过 程 的 分 析 是 生活 中 熟识 的 活动 “高峰 时 间 开 车 到 机 
HELLAT), 数学 中 也 如 此 . 当然 , 得 到 有 意义 的 答案 严重 依赖 于 问 
题 的 提 法 . 就 洗 牌 的 问题 而 言 , 这 意味 着 我 们 必须 

e 确定 一 副 牌 的 数目 (例如 n= 52 张 牌 )， 
e 说 明 洗 牌 的 方式 (我 们 将 先 分 析 顶 牌 随机 插入 的 洗 牌 方法 , 再 分 

析 更 实际 有 效 的 流 插 (riffle) 洗 牌 ), 以 及 最 后 

e 解释 在 怎样 的 意义 下 “随机 ”或 “接近 随机 

因此 本 章 的 目的 是 分 析 流 插 洗 牌 方法 , 这 归功 于 Edgar М. Gilbert 
和 Claude Shannon (1955, 未 发 表 ) 以 及 Jim Reeds (1981, 未 发 表 ). 我 们 
是 根据 统计 学 家 David Aldous 和 由 魔术 师 改行 成 为 数学 家 的 Persi 
Diaconis 的 著作 [1]. 我 们 不 会 涉及 最 精确 的 结果 , Вр: 7 次 流 插 的 确 
足够 将 n = 52 张 卡 片 变 得 相当 接近 随机 , 而 6 次 流 插 则 不 行 , 但 
我 们 将 得 到 上 界 12, 而 且 顺 道 看 见 一 些 极为 优美 的 思想 : 停止 规则 
与 “ 强 一 致 时 间 ” 的 概念 、 强 一 致 时 间 约 束 变 差 距 的 引 理 、Reeds 的 
逆向 引 理 以 及 由 此 把 洗 牌 看 作 “ 逆 分 类 ”的 阐释 . 最 后 , 所 有 这 些 都 
会 归结 到 两 个 非常 经 典 的 组 合 问题 , 即 赠 卡 收集 者 和 生日 悖 论 . ЯБ 
么 就 让 我 们 从 这 两 个 问题 开始 吧 ! 


生日 悖 论 


随机 地 取 n 个 人 , 比方 说 某 门 课程 或 者 讨论 班 的 听众 . 他 们 的 
生日 各 异 的 概率 是 多 少 ? 采用 通常 的 简化 假设 (每 年 365 Ж, 不 存在 
季节 差异 , 没有 双胞胎 ) 这 个 概率 是 


n=l 


rm = [I (1-35): 


Persi Diaconis 当 魔 术 师 时 的 名 片 . 在 
后 来 的 一 次 采访 中 他 讲 到 : “车 你 自称 
是 斯 坦 福 的 教授 , 则 会 受到 人 们 尊重 ; 
但 若 你 说 自己 是 设计 魔术 戏法 的 , 他 
们 则 想 避 免 你 和 他 们 的 女儿 相识 ” 


组 合 数 学 


3= (1—z)s = 
s>1 
= > o 一 PN 
s>1 s21 
= Sat (s+1) — $^ aa 
320 520 
T У HS. с; 


最 终 加 的 是 一 个 几何 级 数 ( 见 第 6 章 ). 


M n = 23, 这 比 二 还 小 (所 以 叫 “ 生 日 悖 论 "1), 4 п = 42 时 小 于 百 分 
之 9, 而 当 n > 365 时 就 确实 为 0 了 (“ 铝 笼 原理 " 见 第 22 章 ). 这 个 
公式 容易 理解 一 一 把 人 们 按 某 个 固定 的 顺序 排 起 来 : 若 前 i 个 人 有 
互 异 的 生日 ,那么 第 (i +1) 个 人 不 把 事情 搞 砸 的 概率 是 1 一 „=, A 
为 还 剩 下 365 一 i 个 日 子 可 供 选 择 了 . 

类 似 地 , 若 将 n 个 球 各 自 独 立 随 机 地 放 到 К 个 盒子 里 , 则 没有 
盒子 装 了 多 于 1 个 球 的 概率 是 


п—1 


p(n, K) = П (= x) 


i=1 


赠 卡 收集 者 


孩子 们 买 摇滚 明星 (或 者 足球 明星 ) 的 照片 , 放 到 自己 的 影集 里 . 
但 是 他 们 买 的 东西 装 在 不 透明 的 小 信封 里 , 所 以 不 清楚 将 会 得 到 哪 
张 照片 . 如 果 一 共有 п 张 不 同 的 照片 , 到 每 张 照片 收集 全 一 共 买 下 
的 卡片 数 的 期 望 是 多 少 呢 ? 

等 价 地 , 从 一 个 装着 n 个 不 同 球 的 碗 中 随机 选取 , 每 次 取 一 个 
球 再 放 回 去 搅 成 原状 . 平均 来 讲 , 到 每 个 球 都 被 选取 至 少 一 次 时 一 
共 取 了 多 少 次 球 呢 ? 

若 已 经 取 过 k 个 不 同 的 球 ， WAF- 一 次 取 的 不 是 新 球 的 概率 
ЖЕ E. 所 以 需要 恰好 s 次 选取 才 得 到 下 一 个 新 球 的 概率 是 (8) 1 (1— 
E). 于 是 得 到 下 一 个 新 球 的 期 望 值 是 


r0 6D. = te 


这 个 计算 可 以 从 边栏 的 级 数 里 得 到 . 因此 , 把 nn 个 不 同 球 中 的 每 个 
都 取 到 至 少 一 次 的 期 望 值 是 
n—1 
L = fut 9342 = nH, ғ: 'nlogn. 


上 面 的 界 就 是 我 们 在 第 2 章 得 到 的 调和 级 数 . 所 以 赠 卡 收集 者 问题 
的 答案 就 是 : 我 们 期 竺 大概 需要 n log n 次 选取 . 

以 下 的 估计 是 关于 需要 比 nlogn 显著 多 次 试验 的 概率 . 若 V. 
表示 需要 的 选取 次 数 (这 个 随机 变量 的 期 望 值 是 EV] = nlogn), 
Wt n > 1 和 cc > 0, 需 要 多 于 m := [nlogn + сп] 次 选取 的 概率 是 


Prob[V, > т] < e“ 
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事实 上 , 若 4; 表示 球 i 没 有 在 前 m 次 被 选中 这 一 事件 , 则 简单 的 计算 表明 (1 — 2)" RF n il, 
增 , HAY 1/e. 故 对 任意 的 n> 1， O 
Prob[W, > m] = Prob | 44] < J Prob Ai] жо ріж 
= n(1- 2)” E T E a 


现在 取 一 副 有 了 张 卡片 的 牌 , 按 它们 出 现 的 次 序 标记 1 Fl n, 
则 标号 “1” 的 卡片 在 最 顶 上 , M “п” 在 最 底下 . 令 6, 表示 Lun 
上 的 所 有 置换 . 洗 牌 意味 着 把 某 个 随机 的 置换 应 用 到 卡片 的 顺序 上 
Ж. 理想 地 , 这 应 当 说 是 我 们 把 x e Sn 中 任意 的 置换 应 用 到 初始 
顺序 (1,2,… ,n) 上 ,每 一 个 都 有 相同 的 概率 二. 那么 仅 操作 一 次 整 FARR 
副 牌 就 按 顺序 r = (л(1),т(2),... ,r(n)) 排列 , 而 这 将 是 一 个 完美 С pul) 
的 随机 顺序 .但 是 实际 中 发 生 的 并 非 如 此 . 实际 上 , 在 洗 牌 过 程 中 只 /| ， \ 
有 某 些 置换 会 出 现 , 也 许 它们 还 并 不 是 都 有 相同 的 概率 , 而 这 个 操 / J NN 
作 会 重复 一 定 的 次 数 . 在 那 之 后 , 我 们 预期 或 者 说 希望 整 副 牌 至 少  - 勾 S (^ 


是 “接近 随机 "了 . м" AS 
| ‚эы 
项 牌 随机 插入 洗 牌 法 n 
如 下 操作 : 取 整 副 牌 顶 上 的 那 张 , 将 之 插入 п 个 不 同 的 可 能 位 sl KEN 
置 , 每 个 位 置 的 概率 是 1. Д LF ТЕШЕН PACA Mp Ere 
ev 
i | r 
顶 牌 随机 插入 


1 
Ti (2,3, --- (pit: ,n), 


其 中 1 < i <n. 这 样 洗 一 次 , 看 起 来 整 副 牌 并 不 随机 , 事实 上 我 们 期 


待 需要 很 多 次 这 样 的 操作 才 会 达到 目的 . 
一 种 典型 的 顶 牌 随机 插入 的 洗 牌 方式 是 这 样 的 OR = 5): 

Lido LE ee x 0 Een] 

[2 ] D ssl [2 ] maa L4 ] rca 

сс | mr vna PE ME or aon sd El. [5 ] 

[4 ] [1 ] [x1 Б] [5 ] Ls ] Сз] 

L5 ] E cj Ls] Сз] Ез] сазад 


怎样 衡量 “接近 随机 ” 呢 ? 概率 学 家 发 明了 “ 变 差距 " 作为 一 种 随机 
程度 的 度量 : 考察 整 副 牌 的 nl! 个 不 同 排序 方式 的 概率 分 布 , 或 者 等 
价 地 ,对 应 的 nl 个 不 同 置换 oe б, 的 概率 分 布 . 
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对 玩 牌 者 来 说 , 关心 的 问题 不 是 “一 

百 万 次 洗 牌 后 到 底 离 均匀 分 布 多 近 ?"， 

而 是 “ 洗 了 次 牌 够 了 吗 ?” 
(Aldous & Diaconis [1]) 


d(k) 


一 


两 个 例子 是 由 
E(id) 
E(x) 
给 出 的 初始 分 布 E, 以 及 由 
Ux) = 4, 对 所 有 的 re ©" 
给 出 的 均匀 分 布 U. 两 个 概率 分 布 Qi 与 О» 的 变 差距 定义 如 下 : 
19: – Qd := $ У Q(T) - (я). 


"ES 
BS := {x € Sn : Qi(m) > Ф(т)}, ЖІН У, Q (v) = У, (т) = 
1, 可 将 上 式 改 写 为 


19: – 91 = max |Q1(S) — Q»(S)I, 


Sce, 


其 中 Qi(5) := Eres Qi(7). 显然 我 们 有 0 < |Q – Ql] < 1. AF, 
“接近 随机 ”将 被 解释 为 “到 均匀 分 布 有 小 的 变 差距 ”. 这 里 初始 分 布 
和 均匀 分 布 的 变 差 距 相当 接近 于 1: 


ЇЕ Ul = 1-4. 
项 牌 随机 插入 一 次 后 , 也 没有 显著 改善 : 


1, 
0, 其 他 情况 


“|! 


[Тор—[‹ = 1- elg. 


在 项 牌 随机 插入 上 次 后 , Sn 上 的 概率 分 布 记 为 Top". HBA к ЖЕ 
X, 即 当 我 们 重复 洗 牌 , || Top** — Ul| 怎样 变化 呢 ? 类 似 地 , 其 他 类 型 
的 洗 牌 方式 又 如 何 ? 一 般 理论 (特别 地 , 有 限 群 上 的 Markov 链 ; 参 
Ji, Behrends [3]) 表明 对 比较 大 的 大 , 变 差 距 d(k) := ||Top"^ — ЦІ 以 
指数 速度 收敛 到 О, 但 不 能 解释 实践 中 观察 到 的 “突变 " 现象 : 进行 
一 定数 目 ko 的 洗 牌 之 后 , (К) "A6 fA" 快速 收敛 到 0. 边 白 是 这 种 情 
况 的 一 个 图 解 . 


强 一 致 停止 法 则 


Aldous 和 Diaconis 的 强 一 致 停止 法 则 抓 住 了 本 质 特征 , 其 思 
想 令 人 惊叹 ， 想 象 赌场 经 理 密切 观察 洗 牌 的 过 程 , 分 析 每 一 步 应 
用 到 牌 上 的 特定 置换 , 然后 在 一 些 步骤 之 后 根据 他 观察 到 的 置换 
wi pers 则 他 用 一 个 停止 法 则 结束 了 洗 牌 过 程 : 这 只 是 依靠 已 经 
应 用 过 的 (随机 ) BR. 如 果 对 任意 的 上 > 0 下面 的 条 件 成 立 , 就 称 
停止 规则 为 强 一 致 的 : 


第 24 章 wm 
只 要 过 程 在 刚好 大 步 后 停止 , 就 有 得 到 的 置换 分 布 是 均匀 分 


A (确切 的 小 . 
令 了 T 了 为 停止 规则 告诉 经 理 喊 “ 停 ” 时 经 历 的 步 数 , 则 这 是 个 随 
机 变量 . 类 似 地 ,大 次 洗 牌 后 卡片 的 排序 由 随机 变量 X, 给 出 (在 Sn 


中 取 值 ). 这样, 停止 规则 是 强 一 致 的 , 若 对 所 有 合适 的 值 & 有 Prob[A | B] 
1 表示 在 事件 В 发 生 的 前 提 下 事 
Prob[Xk = r | T =k] = — 对 所 有 re Sn. 件 A 发 生 的 概率 .这 恰好 是 两 个 
件 都 发 生 的 概率 除 以 事件 B HH 
以 下 三 个 方面 让 这 个 模型 有 趣 , 有 用 , 且 值 得 注意 : 的 概率 , 即 


1. 强 一 致 停止 规则 存在 : 很 多 情形 下 它们 也 很 简单 . 

. 此 外 , 可 以 进行 分 析 : 试图 决定 Prob[T > 月 经常 引出 简单 的 组 

合 问题 . 

它 会 给 出 变 差距 , 例如 d(k) = |Top" — ull 的 有 效 的 上 界 . 
比方 说 , 顶 牌 随机 插入 洗 牌 法 有 一 个 强 一 致 的 停止 规则 

“ 当 最 低 一 张 卡片 (标号 为 n) 第 一 次 被 插 回 全 副 牌 时 , 停止 ” 

事实 上 , 如 果 我 们 在 洗 牌 过 程 中 追踪 卡片 n. 


N 


4 


则 看 到 整个 过 程 中 这 张 卡片 下 面 的 那些 牌 的 顺序 是 完全 一 致 的 . 所 
VA, MFR n 升 到 最 项 端 然 后 再 随机 地 插 回来 , 整 副 牌 就 均匀 分 布 
T; 我 们 只 是 不 知道 这 件 事 发 生 的 确切 时 间 (但 是 经 理 看 得 见 ). 

现在 让 T, 表示 第 一 次 有 i 张 卡片 在 下 面 时 所 需 的 洗 牌 次 数 
这 个 随机 变量 . 故 须 决定 


TS Чү + (Tı —T,) +++» + (Т1 — Tn-2) + (T —Tn-1) 


的 分 布 . 但 是 每 一 个 加 项 恰好 对 应 着 赠 卡 收集 者 问题 : T; — Ti 是 
顶 牌 插入 到 n 下 面 的 i 个 可 能 位 置 的 时 间 . 所 以 这 也 是 赠 卡 收集 者 
从 第 (n — i) 张 照片 到 第 (n i+ 1) 张 照片 所 需 的 时 间 . 令 V; 表示 
这 个 人 收集 到 i 张 不 同 照片 时 一 共 买 过 的 赠 卡 , 则 


Va = i GA TERE SEE НЕ (Vs — Vai). 


组 合 数学 


且 我 们 已 经 看 到 对 任意 的 i 和 六 有 Prob[Ti 一 T)_1 = j] = Prob[W 1 
一 Vn: = j]. 所 以 赠 卡 收集 者 和 顶 牌 随机 插入 的 洗 牌 者 执行 的 这 两 
个 彼此 独立 的 随机 过 程 的 序列 是 等 价 的 , 只 不 过 是 相反 的 方向 ( 赠 
卡 收集 者 越 往 后 越 难 ). 因此 , 我 们 知道 项 牌 随机 插入 洗 牌 法 的 强 一 
致 停止 规则 所 需 的 时 间 大 于 上 = [nlogn + en] 步 是 以 小 概率 发 生 
的 : 
Pro[T >К] < e“. 

这 反 过 来 意味 着 在 k= fnlogn + en] 次 项 有 牌 随机 插 和 人 的 洗 牌 后 , 我 
们 的 牌 就 “接近 随机 ”" T. 因为 下 面 的 简洁 但 重要 的 引 理 告诉 我 们 


ак) = |Top -Ul < e-*. 


引 理 . 4- Q: б, — 区 为 任意 的 概率 分 布 , 其 定义 了 洗 牌 过 程 Qrk; 
且 有 强 一 致 的 停止 规则 , 其 停止 时 间 为 工 . 则 对 任意 的 上 之 0, 


IQ —u|| < Prob[T > k]. 


BW 证 明 . 4X 是 取 值 于 Sn, 概率 分 布 为 Q 的 随机 变量 , iE X JR 
fi s c б, 的 概率 为 Q(S). 于 是 Q(S) = Prob[X e 5], Н Q = U 
的 情形 有 
U(S) = Prob[X є S] = is 
对 每 个 子 集 S C Sn, 可 得 大 步 以 后 我 们 的 牌 按照 5 中 的 某 个 
置换 排列 的 概率 是 


Q'^(S) = Prob[X, є S] 


= > Prob[xX, € S ^ T = j] + РЫХ € $ ^ T > Ы 
j&k 
= M'U(S)Prob[T = j] + РЫХ, € S|T > k]: Prob[T' > kj 
j&k 
= U(S)(1— Prob[T > k]) + Prob[X; € S|T > k] - Prob[T > k] 
= U(S) + (Prob[X;, € S|T > kJ — U(S)) - Prob(T > kj. 


由 于 
Prob[X, € S|T > k| — U(S) 


是 两 个 概率 的 差 , 绝对 值 至 多 是 1, 从 而 


|Q**(S) — u(S)| < Prob[T > k]. a 
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这 是 我 们 完成 关于 项 牌 随机 插入 式 洗 牌 法 分 析 的 关键 地 方 : 我 
们 已 经 证 明了 下 面 这 个 为 达到 “接近 随机 ”* 所 需 的 洗 牌 数 的 一 个 上 
界 . 
定理 1. c> 0, k :— [nlogn 十 cn], 且 一 副 牌 有 n 张 . 则 在 进行 了 
次 项 牌 随机 插入 的 洗 牌 后 , 到 均匀 分 布 的 变 差 距 满 足 


d(k) := ||Top'^—U|| < ет. 


容易 验证 , 如 果 顶 牌 随机 插入 的 洗 牌 次 数 明显 少 于 mlogm, 变 差 
VB. d(k) 保持 较 大 . 这 是 因为 较 少 次 数 的 洗 牌 不 足以 破坏 最 底下 那些 
牌 的 相对 次 序 . 

当然 , 项 牌 随机 插入 洗 牌 法 效率 极 低 一 一 根据 我 们 定理 中 的 
界 , 要 想 把 一 副 n = 52 张 卡片 的 牌 混合 好 , 需要 多 于 nlogn x 205 
次 项 牌 随机 插入 . 因此 我 们 现在 把 注意 力 转向 一 种 有 趣 得 多 , 也 现 
实 得 多 的 洗 牌 模型 . 


流 插 式 洗 牌 


这 是 赌场 庄家 的 操作 方式 : 他 们 拿 起 牌 , 分 成 两 部 分 , 然后 互相 
交叉 嵌入 , 比方 说 从 两 半 的 底部 按 某 种 不 规则 的 模式 开始 落下 卡片 . 

流 插 仍 旧 只 是 把 某 些 置换 作用 到 牌 上 ; 我 们 开始 假设 卡片 从 1 
到 nn 标号 ,其 中 1 是 顶 卡 . 流 插 洗 牌 确切 对 应 着 使 得 序列 


(т(1),т(2), Кз ‚т(п)) 


包含 两 个 交错 的 增 序列 的 置换 r 6 Є, ( 仅 对 单位 置换 是 1 个 增 序 
Ў), 故 对 n 张 卡片 的 牌 共有 2” — n 个 不 同 的 流 插 . 


ОР 2] OLI. | 
o[2 а 1 БУРЕ 
a. ишш < "mum 
ifs] EE {ттт 
[s] г 


事实 上 , 如 果 分 摆 使 得 上 面 的 上 张 卡片 在 右手 (0 < t < п), Ж 
他 的 n 一 t+ 张 卡片 在 左手 , 则 共有 (7) 种 方法 来 交错 两 手中 的 卡片 ， 
都 产生 不 同 的 置换 一 一 除了 对 每 个 上 都 有 一 种 可 能 来 得 到 单位 置 
换 ( 译 者 注 : 此 处 及 以 下 的 两 个 递增 子 序列 要 求 分 别 形 如 1, 2, ... ,t 
Mtl, un). 


流 插 式 洗 牌 法 
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逆流 插 洗 牌 对 应 除了 一 个 “ 降 位 ”以 
外 完全 递增 的 置换 л = (7(1),…， 
т(п)) ( 仅 有 单位 置换 没有 降 位 .) 


现在 还 不 清楚 流 插 洗 牌 有 怎样 的 概率 分 布 , 由 于 业余 与 职业 的 
庄家 洗 牌 方式 不 同 , 并 没有 唯一 的 答案 . 尽管 如 此 , 下 面 这 个 首先 
由 EdgarN. Gilbert 和 Claude Shannon 在 1955 年 发 展 起 来 的 模型 ( 当 
时 是 在 传奇 的 贝尔 实验 室 “通讯 数学 " 部 ) 有 几 个 优点 : 

e 优雅, 简单 , 看 上 去 自然 ， 
。 把 业余 爱好 者 洗 牌 的 方式 模拟 得 非常 好 ， 
。 便 于 分 析 . 
以 下 是 G, 上 概率 分 布 Rif 的 三 种 等 价 描述 : 
. Rif: 6, — 及 定义 如 下 


— 


m. dm = id, 
Rif(r) := 4d, 若 r 由 两 个 递增 子 序 列 组 成 ， 
0, 其 他 情况 . 


N 


. 从 牌 中 以 3 (7) 的 概率 拿 掉 t 张 卡片 , 放 在 右手 , 剩余 的 卡片 放 
EEF. 现在 , 当 右 边 有 7 张 卡片 , 左边 有 4 张 卡 片 时 , 以 n 的 
概率 “ 落 " 右手 的 底牌 , 同时 以 -与 的 概率 落 左手 的 底牌 . 重复 
这 一 过 程 ! 

3. 逆 洗 是 从 牌 中 取 一 个 子 集 的 卡片 , 拿 出 来 ,再 放 到 剩余 卡片 的 上 
头 一 一 保持 两 操 牌 的 相对 次 序 . 这 个 动作 是 由 所 取 的 子 集 决 定 
的 : 以 相同 的 概率 取 所 有 的 子 集 . 

等 价 地 , 给 每 张 卡片 随机 、 独 立地 以 概率 1 分 配 标号 “0 或 “1”， 
再 把 标 “0” 的 卡片 移 到 顶部 . 
易 见 这 些 描 述 产 生 相同 的 概率 分 布 . 关于 (1) > (3) 只 需 注意 

到 当 所 有 标 0 的 卡片 恰好 取 自 所 有 标 1 的 卡片 的 上 方 就 得 到 单位 

置换 , 

以 上 定义 了 我 们 的 模型 . 从 哪里 开始 分 析 呢 ? 使 之 接近 随机 需 

要 多 少 次 流 插 ? 这 里 我 们 不 去 探求 精确 的 最 优 解 , 但 会 给 出 一 个 相 

当 好 的 答案 , 这 要 综合 三 个 步骤 : 

(1) 分 析 逆 流 插 洗 牌 法 ， 

(2) 描述 一 个 强 一 致 停止 规则 ， 

(3) 证 明 分 析 过 程 的 关键 由 生日 悖 论 给 出 ! 


定理 2. 在 一 副 п 张 卡片 的 牌 上 操作 上 次 流 插 洗 牌 后 , 到 均匀 分 布 
的 变 差距 满足 


п—1 r 
mor 1 
1Rif 一 Ul| < 1-T] (1-3) 


t=1 
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mi (1) 我 们 事实 上 分 析 逆 流 插 洗 牌 , 试图 得 出 从 初始 分 布 
到 (接近 ) 均匀 有 多 快 ， 道 洗 牌 对 应 由 Rif(r) := Ки(л^!) 编 出 的 
概率 分 布 . 

每 个 贰 换 有 唯一 逆 的 事实 以 及 U(r) = U(n7!) 导致 


pik 
IRif UN = IRE" =u]. 


(这 是 Reeds 的 逆 引 理 0) 
(2) 在 每 次 逆流 插 洗 牌 中 , 每 张 卡片 被 分 配 了 数字 0 或 1: 


如 果 我 们 记 下 这 些 数 字 一 一 比方 说 写 在 卡片 上 一 一 那么 大 次 逆流 
插 之 后 , 每 张 卡片 上 有 了 一 个 位 的 有 序数 字 串 . 我 们 的 停止 规则 
是 : 

“ 当 所 有 卡片 得 到 互 异 的 数字 串 , 停 ” 

此 时 , 牌 中 的 卡片 根据 二 元 数字 bebei <°. bab, 排序 ,其 中 b; 是 
卡片 在 第 ;次 逆流 插 洗 牌 中 得 到 的 数字 . 由 于 这 些 数字 完全 随机 、 
独立 , 这 个 停止 规则 是 强 一 致 的 ! 

下 面 的 例子 中 有 п = 5 张 卡片 ,需要 做 了 = 3 次 逆 洗 牌 然后 停 


(3) 停止 规则 需要 的 时 间 T 的 分 布 由 生日 悖 论 确定 , 取 KK = 2*: 
把 两 张 卡片 放 在 一 个 盒子 里 , 当 它们 有 相同 的 标签 brok- -bbi € 
{0,1}*. 因此 共有 K = 2* 个 盒子 , 而 某 个 盒子 含有 多 于 1 张 卡片 的 
概率 是 


РОТ > A] = - T - à). 


i=1 


如 前 面 所 见 , 这 给 出 了 变 差距 |Rif* — uj = || Rif — Ul] 的 上 界 . п 


数学 


E 
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那么 我 们 需要 洗 多 少 次 牌 呢 ? n 比较 大 时 大 约 需要 大 = 2 logy (п) 
次 洗 牌 . 事实 上 , 对 某 个 c> 1, Hk := 2100р, (сп), 我 们 发 现 (用 一 点 
微 积分 ) PIT > k) e 1— 6732 & gs. 

具体 说 , MHF п = 52 张 卡片 时 , 通过 定理 2 中 的 上 界 算得 d(10) < 
0.73, d(12) < 0.28, d(14) < 0.08, 所 以 大 = 12 在 实践 意义 上 应 该 
是 “足够 随机 ”了 . 但 我 们 “在 实践 中 ”并 不 洗 12 次 牌 , 因为 更 细致 
的 分 析 表 明 那 么 多 次 并 不 真 的 必要 (结果 在 边栏 给 出 ). 对 流 插 洗 牌 
的 分 析 是 当前 活跃 的 关于 什么 是 “足够 随机 ”的 正确 度量 的 讨论 的 
一 部 分 . Diaconis [4] 提供 了 关于 最 新 进展 的 一 个 导 引 . 

事实 上 , 这 重要 吗 ? 是 的 , 的 确 重要 : 在 仅仅 三 次 好 的 流 插 之 后 
一 副 重新 排序 了 的 52 张 牌 看 起 来 已 颇 为 随机 ……… 但 实际 并 非 如 
根据 121, 不 次 流 插 洗 牌 后 的 变 差距 Jt. Martin Gardner [5, 第 7 章 ] 描述 了 一 些 令 人 惊讶 的 牌 技 , 那 正 是 

dlk) 建立 在 这 样 一 副 牌 的 隐藏 的 顺序 之 上 的 ! 
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足够 随机 了 吗 ? 
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数学 的 精华 部 分 是 证 明定 理 . 于 是 , 这 就 成 了 数学 家 们 要 做 的 
事 : 他 们 证 明定 理 . 但 是 说 实话 , 他 们 真正 想 证 明 的 , 一 生 中 一 次 就 
够 了 的 , 是 引 理 , 例如 Fatou 在 分 析 中 的 那个 引 理 , 数论 中 的 高 斯 引 
理 , 或 者 组 合 数学 中 的 Burnside-Frobenius 引 理 . 

那 什么 样 的 数学 命题 是 真正 的 引 理 呢 ? 首先 , 它 应 该 适用 于 比 
较 广 泛 的 情形 , 甚至 是 看 起 来 无 关 的 问题 . 其 次 , 这 个 命题 应 该 一 看 
上 去 就 是 显然 的 . 读者 的 反应 也 许 正 是 有 点 嫉妒: 为 什么 我 没有 先 
注意 到 呢 ? 第 三 , 在 审美 的 层面 上 , 引 理 一 一 包括 其 证 明 一 一 应 该 
是 美丽 的 ! 

在 本 章 中 , 我 们 看 这 样 一 个 数学 推理 的 杰作 , 首先 出 现在 Bernt 
Lindström 的 1972 年 文章 中 的 计数 引 理 . 这 个 结果 当时 没 怎么 受到 
重视 , 直到 1985 年 才 瞬 间 成 为 经 典 : 那 年 Ira Gessel 和 Gerard Viennot 
再 次 发 现 它 , 且 在 一 篇 精彩 文章 中 展示 了 这 个 引 理 如 何 可 以 在 多 种 
困难 的 组 合计 数 问 题 上 应 用 . 


出 发 点 是 矩阵 行列 式 的 通常 置换 表示 . WM = (mj) EX 
HY n x n- FEE, 则 


detM = >> signo тугу M2e(2)***Mno(n)s (1) 
o 


其 中 o 遍历 所 有 的 (1,2,---,n) 上 的 置换 ,o 的 符号 signo 是 1 还 
是 —1, 取决 于 o 是 偶数 个 还 是 奇数 个 轮换 的 乘积 . 
现在 我 们 转向 图 , 具体 说 是 有 向 加 权 二 部 图 . 令 顶点 A1,… , An 
代表 M HITT, Bi, , Ba 代表 列 . ЗГЕ ТА i ЖП j, iA hi 到 B; 
的 箭头 , 赋 以 权重 mij, 如 图 所 示 . 
就 图 而 言 , 公式 (1) 有 如 下 解释 : 
。 左 端 是 EFE E M 的 行列 式 , 其 中 矩阵 的 (i,j)- 元 素 是 从 A; 
到 B; 的 (唯一 ) 有 向 路 径 的 权重 . ` 
e 右 端 是 从 A = {41,… , An} BB = {B,,---, Bn} 的 所 有 顶点 
不 交 路 径 族 的 权重 ( 带 符号 ) 和 . 这样 一 个 族 P, 形 如 


А, — Baa); ++ An 一 Bown); 
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m 


一 个 无 圈 有 向 


而 路 径 族 Р, 的 权重 则 是 各 条 路 径 权 重 的 乘积 ; 
w(P,) = ш(А: > Bory) … w(An 一 Bony). 
在 这 种 解释 下 公式 (1) 读 作 
det М = у> signo w(P, ). . 


那么 Gessel 和 Viennot 的 结果 是 什么 呢 ? CEAR (1) 从 二 部 图 到 任 
意 的 图 的 自然 推广 . 正 是 这 一 步 使 得 引 理应 用 广泛 , 此 外 , 它 的 证 明 
惊人 的 简洁 和 高 雅 . 

让 我 们 先 介 绍 一 些 必 要 的 概念 . 给 定 有 限 、 有 向 但 无 圈 的 图 С = 
(V, E), 这 里 无 圈 表 示 С 里 没有 有 向 的 圈 . 特别 地 , 在 任意 两 个 顶 
点 4 和 BB 之 间 仅 有 有 限 多 个 有 向 路 径 , 这 里 我 们 允许 长 度 为 0 的 
平凡 路 径 А 一 А. FRW e 带 一 个 权重 w(e). HP EM A 9 В 
有 向 路 径 , 简 记 为 P: 4 一 В, 则 定义 的 权重 为 

w(P) := П w(e), 
ecP 

而 当 己 是 长 为 0 的 路 径 时 ， 规定 w(P) = 1. 

现在 令 A = {41,… , An} RB = (Bi, ;Bn} HHA п TH 
点 的 集合 , 其 中 4A 和 8B 不 一 定 不 交 , 我 们 为 4 和 ВНЕ 1368 1B HE 
ЊМ = (mi;) 使 得 


Miji a= PY w(P). 
Р:А В; 
从 .4 到 已 的 路 径 族 刀 包含 一 个 置换 o Rn ИНЕ Р, : Ai — В.а, 
其 中 i = 1,… ‚п; id signP = signo. 刀 的 权重 是 各 路 径 的 权重 积 
w(P) = IIvc». (2) 
i=1 
即 该 路 径 族 所 含 的 所 有 边 的 权重 之 积 . 


最 后 , 称 路 径 族 Р = (Pi, , Pa) 是 顶点 不 交 的 , GP 里 的 路 
径 是 两 两 顶点 不 交 的 . $ 
3|38. i£ С = (V, E) 是 有 限 加 权 无 圈 的 有 向 图 , A = (AA) 
fe B = (Bi, ,Bn} 是 两 组 基数 为 n 的 顶点 集 Н М 是 从 A 到 B 
的 路 径 和 矩阵 , 则 


detM = Y^ signPu(P). (3) 


Риваж 
交 的 路 径 族 
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B 证明. det M 中 一 个 典型 项 形 如 signomiz(1) :… Mno(n) 也 可 写 为 
signe ( Se w(Pi)) --- ( ке w(Pn)). 


Pi:A1—Ba{1) Pn:An— Bein) 
对 求 和 立即 从 (2) 得 
det М = X sign Pw(P), 
P 


XE P 的 取 值 范围 是 从 .4 到 已 的 所 有 路径 族 ( 无 论 项 点 不 交 与 否 ). 
所 以 , 为 得 到 (3) 我 们 只 需 证 明 


2 signPw(P) — 0, (4) 
PEN 
Жр N 是 所 有 非 顶 点 不 交 的 路 径 族 的 集合 . 这 由 一 个 极 美的 论证 来 
实现 . 为 此 我 们 展示 一 个 对 合 r: N = N (没有 不 动 点 的 ) 使 得 对 也 
和 тр {EF 


w(rP) = w(P) 及  signaP = —signP. 


显然 , 这 将 推出 (4), 从 而 引 理 中 的 (3) 成 立 . 
XY т 的 定义 是 极 自然 的 . EP € N 由 路 径 PP: A; 一 Bi) 组 
成 . 根据 定义 , 某 对 路 径 会 相交 : 
• A io 为 使 得 Р, 与 其 他 路 径 共有 顶点 的 最 小 的 指标 . 
© OX AP, 上 第 一 个 与 其 他 路 径 共有 的 顶点 . 
e & jo 为 最 小 的 满足 jo > io BIE Po 与 已 , 共有 X 为 顶点 的 
指标 . 
现在 构造 新 的 族 nP = (Pl,… PL) 如 下 : 
e їй Р; = Py, XIA É k F io, јо. 
。 新 的 路 径 已 , 沿 着 Pi, A; 到 XX, 但 接着 沿 着 已 。 走 到 Bego). 
类 似 地 , Pj, 沿 着 P, 从 Ajo 到 X, 然后 沿 着 P, 到 Beco). 
显然 有 r(rP) = Р, 因为 指标 io、 顶 点 X 及 指标 jo 都 没有 变 . 
换言之 , 应 用 r 两 次 我 们 就 回 到 原来 的 路 径 P. 接着 , 由 于 тр 5 P 
有 完全 相同 的 边 , 自然 有 w(rP) = w(P). 最 后 , 由 于 新 的 置换 o^ 可 
以 通过 原 置 换 e RAX (io, jo) 得 到 ,我 们 发 现 sign xP = —signP, 
证 毕 . п 


Gessel-Viennot 引 理 可 被 用 来 推导 出 行列 式 的 所 有 基本 性 质 , 这 只 
需 观察 合适 的 图 . 让 我 们 考虑 一 个 特别 显著 的 例子 : Binet-Cauchy ZS 
式 , 它 给 出 了 行列 式 乘 法 准则 的 一 个 非常 有 用 的 推广 . 


组 合 数学 


Pt 
чоо мн 


21 35 35 21 - 


1 


定理 . iE P 5—4 (т x в)- BH, Q 为 一 个 (sx7)- BH FP r < s, 
则 
det(PQ) = J (det Pz)(det Qz), 
2 


其 中 Pz Ж P HF KE ZH (т x т)- FH, Qz Ж Q 的 行 对 应 
FKÊ Z # (r x r)- FHF. 


m 证 明 。 如 前 , 4 A 和 B 上 的 二 部 图 对 应 P, 类 似 地 , B MC 上 
的 二 部 图 对 应 О. 现在 考虑 边 图 所 示 的 合 在 一 起 的 拼接 图 , 观察 到 
JA A BIJ C 的 路 径 矩 阵 M 00 (i, j)- 处 元 素 mij BAN mij = У), рака, 
I M = PQ. 

由 于 拼接 图 中 由 A 到 С 的 顶点 不 交 路 径 族 对 应 从 A 到 2Z 及 
从 Z BC 的 族 对 , 注意 (ст) = (sign o) (sign т), 由 引 理 立 有 结论 ， 口 


从 Gessel-Viennot 引 理发 源 , 我 们 可 以 得 到 一 大 批 将 行列 式 与 计 
数 性 质 联系 在 一 起 的 结果 . 诀 穿 都 相同 : 把 矩阵 м 看 作 路 径 和 矩阵 , 试 
图 计算 (3) 的 右 端 . 作为 示范 我 们 考虑 当年 Gessel 和 Viennot 研究 的 
初始 问题 , 是 它 引 出 了 他 们 的 引 理 : 


es <an БЫ < ba € occ b ERR NRE 
pie dill "ЗАА 其 中 mg 是 二 项 式 系 
ж (i). ; i ; 


换 句 话说 , Gessel 和 Viennot 看 的 是 Pascal 三 角形 上 的 任意 方 阵 
的 行列 式 , 例如 边栏 上 示例 的 Pascal 三 角形 里 以 黑体 字 标 出 的 元 素 
组 成 的 矩阵 


@) O @ У i 
det} (0 ( OQ | = “| AR Aot | 
0 O Q CE 


在 解决 问题 之 前 我 们 回忆 一 个 广为人知 的 结果 , 它 把 二 项 式 系 
数 和 格 路 径 联 系 起 来 . 如 边 图 所 示 , 考虑 a x b 的 格子 . 那么 当 只 允 
许 向 上 dt) 的 和 向 右 GR) 的 步子 , 从 左下 角 到 右上 角 的 路 径 总 数 
* (2. 

证 明 很 容易 : 每 条 路 径 是 一 个 由 AR (EY 55 а 4 “ДЕ QN)" 
步子 组 成 的 任意 序列 , 故 可 编码 为 由 a 十 b 个 字母 组 成 的 序列 形 如 
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NENEEEN, 其 中 有 a 个 N 和 7 个 BE. 这 种 字符 串 的 个 数 正 是 从 a+ b 
个 位 置 里 选择 a 个 留 给 字母 N 的 方法 数 , 也 就 是 (+) = (1. 

现在 看 边 上 的 图 , A; 置 于 点 (0, —а,) Xb, B; 则 放 在 (bj, —b;) Xb. 

这 个 网 格 上 从 A; 到 B; 且 只 用 往 北 和 往 东 的 步子 的 路 径 总 数 ， 
如 前 所 证 是 (o 0709) = (f). 换 句 话说 ,二 项 式 系数 的 矩阵 M ТЕ 
是 有 向 网 格 图 上 从 A 到 好 的 路 径 矩 阵 , 这 里 所 有 的 边 赋 以 权重 1, 
且 所 有 的 边 指向 北 或 东 . 因此 , 为 计算 det M 我 们 可 以 应 用 Gessel- 
Viennot 引 理 . 稍 加 思考 即 知 : 每 个 从 4 到 好 的 顶点 不 交 路 径 族 P 
由 所 有 的 路 径 Р, : A; 一 В, 组 成 . 于 是 唯一 出 现 的 置换 是 单位 置换 ， 
其 符号 = 1, 从 而 我 们 得 到 优美 结果 


det (2)) = 从 A 到 B 的 顶点 不 交 路 径 族 的 总 数 . 


特别 地 , 由 于 等 式 的 右 端 是 个 计数 的 结果 ,从 而 表明 aet M 非 负 这 个 
极 不 明显 的 事实 . 更 进一步 , 由 Gessel-Viennot 引 理 可 得 det M = 0 
当 且 仅 当 对 某 个 i 有 a; < bi. 


就 先前 的 小 小 例子 来 说 , 
aA. etm ; 
det} (D (3) 6 | = 交 路 径 族 的 总 数 : “ 3 
© Q Q 
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关于 树 计 数 的 Cayley 公式 第 26 E» 


%, 


计数 组 合 学 中 最 美的 公式 之 一 是 关于 带 标记 的 树 的 数目 . 考虑 
集合 N = {1,2,... п), 在 这 个 顶点 集 上 可 以 形成 多 少 棵 不 同 的 树 ? 
Ж Т, 表示 这 个 数 . “手工 " 计数 表明 二 = 1,72 = 1, Ts = 3, T4 = 16, 
这 些 树 见 下 表 : 


cea fg бөзү, 
Sache T. 
ZN AO 


注意 我 们 考虑 的 是 标记 树 ; 所 以 尽管 在 图 同 构 的 意义 下 仅 有 一 Arthur Cayley 
棵 阶 为 3 的 树 , 通过 将 中 间 的 顶点 表 为 1, 2 或 3 一共 得 到 з 棵 不 同 
的 标记 树 . 当 n = 5 时 有 э 棵 非 同 构 的 树 : 


deu у 


对 第 一 棵 树 显 然 有 5 种 标记 方式 , 第 二 、 第 三 棵 树 则 各 有 S = 
60 种 标记 , 故 得 Ts = 125. 这 应 已 足以 做 出 猜想 Т, = n"-?, 这 正 
是 Cayley 的 结论 . 


| 定理 . En ЛА ERA nn? OR BL HICH. 


这 个 美丽 的 公式 产生 了 众多 优美 的 证 明 , 它们 依靠 种 种 组 合 与 
代数 的 技巧 . 在 展示 至 今 最 美的 那个 之 前 , 我 们 先 概述 其 中 的 三 个 
证 明 . 
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2 


中 的 4 棵 树 


组 合 数 学 


m 第 一 个 证 明 ( 双 射 法 ). 经 典 的 和 最 直接 的 方法 是 找 一 个 从 所 有 n 
个 顶点 上 的 树 到 另 一 个 已 知 基数 为 n"? 的 集合 的 双 射 . 自然 ,所 有 
满足 1 < ai < n 的 有 序数 列 (a1,… ,an-2) 映 人 脑海 . 因此 我 们 希 
望 将 每 棵 树 都 由 一 个 序列 (a1,… а 2) 唯一 地 编码 . 这 样 的 一 
个 码 是 Prüfer 发 现 的 , 在 大 多 数 图 论 的 书 中 都 找 得 到 . 

这 里 我 们 想 要 讨论 另 一 个 双 射 证 明 , 这 归功 于 Joyal, 名 气 不 大 
但 是 同样 的 优雅 和 简洁 . 为 此 , 我 们 不 仅 考虑 N = {1,… ,n} 上 的 
BS t, 而且 还 加 两 个 特殊 的 顶点 : 左 端点 С) 与 右 端点 п, 两 者 可 能 重 
合 . 令 五 = ((6O,0)) 表示 这 个 新 的 集合 ; 那么 显然 | 五 | = п?Т,. 

于 是 我 们 的 目标 是 证 明 | 元 | = п". 现在 有 一 个 集合 的 基数 众 
所 周知 是 n^, 那 就 是 从 N BN 的 所 有 映射 NN. 因此 如 果 找 到 一 
个 NN Bl Т, 的 双 射 ,我 们 的 公式 就 证 完了 . 

设 f:N 一 NN 是 任意 的 映射 .我们 将 了 表示 为 通过 从 i 到 fli) 
画 第 头 得 到 的 有 向 图 Gy. 

例如 , 映射 


pe 123 45 67 8 9°10 
EKT Ж 8 47 


由 左边 的 有 向 图 表示 . 

观察 Gj 的 一 个 连通 子 图 ， 由 于 每 个 顶点 恰 发 出 一 条 边 , Ж 
通 子 图 含有 同样 多 的 顶点 数 和 边 数 , 从 而 恰 包 含 一 条 有 向 轿 ， 今 
M CN 为 所 有 这 些 圈 的 顶点 集合 . 略 加 思索 就 知道 M 是 唯一 的 N 
的 极 大 子 集 满足 f 在 М 上 的 限制 是 M 上 的 双 射 . 记 flu = 


a b ek B 
2 f(b) -- N: 其 中 第 一 行 的 数字 a,b,- z 按 自然 


序列 出 现 . 这 给 了 我 们 一 个 M 中 第 二 行 的 fla) f (0), --- , f(z) 的 排 
FF. 现在 f(a) 就 是 左 端 点 , 而 f(z) 是 右 端点 . 

对 应 映射 f 的 树 c 构造 如 下 : 按 顺 序 把 f(a),… , f(z) 画 成 
从 f(a) 到 f(z) 的 路 ,将 剩余 的 顶点 按照 С, 中 的 方式 添加 上 去 (去 
掉 箭头 ). 


在 上 面 的 例子 中 , 我 们 得 到 M = (1,4,5,7,8,9), 


145789 
ne 9158 e 
以 及 边 白 上 画 出 的 树 t. 
马上 可 以 将 对 应 逆 过 去 : 给 定 树 t, 看 从 左 端点 到 右 端点 的 唯一 
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的 路 P. 这 给 了 我 们 集合 М 和 映射 flu. 剩 下 的 对 应 i 一 ; f(i) 
从 到 PP 的 唯一 路 径 决 定 . 

uw 第 二 个 证 明 (线性 代数 法 ). 可 以 把 工 , 看 作 完 全 图 Kn кей 
个 数 . 现在 让 我 们 看 V = {1,2,...,п} 上 一 个 任意 的 简单 连通 图 G, 
用 (С) 表示 其 生成 树 的 个 数 ; 于 是 D, = t(K,). 下 面 的 著名 结果 
是 Kirchhoff JAE ER Ж E ( 见 [1]). 考虑 С 的 关联 矩阵 В = (bie), 
其 行 用 V 标记 , 列 用 E tric, H i € e Ki ¢ eC bi =1 M0. ik 
意 因为 G 是 连通 的 , |Е| > n — 1. 在 每 一 列 将 两 个 1 中 的 任 一 个 换 
成 -1 (这 相当 于 给 С 定向 ), 记 新 得 到 的 矩阵 为 C. WI М = ССТ 是 
对 称 的 (n x n)- FERE, 且 主 对 角 线 上 是 顶点 的 度数 di,- , dn. 


性 质 . 对 所 有 的 i 二 1,:… n A (С) = det My, i € М, 是 M 中 去 
掉 第 ji 行 及 第 i 列 得 到 的 矩阵 . 


加 证明. 证 明 的 关键 是 前 一 章 证 过 的 Binet-Cauchy 定理 : #7 P Æ (rx 
в)- ЖЕ, О Æ (sxr)- RAKE, r < s, 则 det(PQ) 等 于 所 有 对 应 的 (rxr)- 
子 和 矩阵 行列 式 的 乘积 之 和 , 这 里 “对 应 ”意味 着 取 相同 指标 集 的 P 
KY r IUA Q 的 7 行 . 

对 Mj; 这 表明 


det My = dy det N - det NT = dy (det NY, 


其 中 N 取 遍 所 有 CN{ 第 йт} 的 (n — 1) x (n — 1) FER. N 的 
X n — 1 列 对 应 С 的 nn 个 顶点 上 的 n 一 1 条 边 的 子 图 , 故 剩 下 的 只 
须 证 
jJ xi 当 这 些 边 生成 一 棵 树 
Ак, l 0 否则. 


假设 某 n 一 1 条 边 不 生成 树 , 则 存在 不 含 i 的 连通 子 块 . 由 于 这 个 块 
对 应 的 所 有 行 加 起 来 是 0 向 量 , 它们 线性 相关 , 因此 det N = 0. 
现在 假设 N 的 列 生成 了 树 , 则 存在 度数 为 1 TR Ai; Re, 
是 其 相 邻 的 边 . 删除 ji, ei, 我 们 得 到 一 棵 有 n 一 2 条 边 的 树 . 仍旧 ,有 
度数 为 1 的 顶点 jo A 1 和 边 ez 相 邻 . 继续 下 去 直到 决定 hijos, 
ја-1 及 el,e2,… ,en-1 WHE ji € ei. 现在 置换 行 和 列 使 得 jk 在 第 大 
行 ,ex ТЕ К Ў]. 由 构造 知 当 大 < CF jk ¢ ez, 所 以 新 的 和 矩阵 N' 是 下 
三 角 的, 且 所 有 主 对 角 线 上 的 元 素 等 于 +1. 因此 det N = «det N' = 
土 1, 证 毕 . a 


“一 个 非 标准 的 计数 树 的 方法 : SERE 
HEK RM, RHE, 计数 大 号 的 次 
ж” 
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对 G = K 的 特殊 情况 , 显然 有 


简单 的 计算 显示 det Ми = n"72. 

ш 第 三 个 证 明 (递归 法 )， 另 一 个 计数 组 合 学 中 的 经 典 方法 是 建立 
递归 关系 , 再 用 归纳 法 解决 之 . 下 面 的 思想 本 质 上 归功 于 Riordan 
和 Rényi. 为 找到 合适 的 递归 , 我 们 考虑 一 个 更 一 般 的 问题 (这 在 Cay- 
ley 的 文章 中 已 经 出 现 了 ); 令 4 为 顶点 集合 的 任意 k- FE. AT 
表示 {1,… ,n} 上 包含 天 个 树 , Н 4 中 的 顶点 都 在 不 同 树 里 的 ( 标 
记 ) 森林 的 个 数 . 显然 , 集合 4 的 选取 无 关 紧 要 , 要 紧 的 是 其 基数 k. 


注意 到 Тел же Ты: 

lu us eda sibus Ns ӨЧ PO ae ТРЛН ОРЕ ИЕ ИНО 
be РТО Гада 
Bo od d Ж 9-4 eS ob, BEANS NEO S. 4 


例如 , 当 4= (1,2) FÎ Тао = 8. 


WA = {1,2,… ,对 ,考虑 如 边 图 所 示 的 森林 FETU, уа 
顶点 相 邻 . 删 去 1, 则 它 的 i 个 邻居 与 2,:… ,大 在 一 个 有 大 一 1 上 ii 棵 树 
的 森林 里 面 , 是 这 些 顶 点 都 在 不 同 的 连通 块 中 . 先 选 定 1 的 ;个 邻居 ， 
再 确定 F\L 然后 可 以 (重新 ) 构造 出 F. 这 表明 对 任意 的 m > 大 > 1, 


Um 
AN Р 
n—k 


=. 
ez 


"TNNT Tak = >; ("талон (1) 
以 上 对 于 n > 0, Too = 1, 及 T, o = 0. 注意 为 保证 Tan = 1, 
Тоо = 1 是 必要 的 . 
命题 . 我 们 有 
Tak. = ваз? (2) 
从 而 特别 地 ， 


TA T Th PEE ques 
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ша 证明. 由 (1), 利用 归纳 ,我 们 发 现 


Tn k T æ нь tot (i — n —k- i) 
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i=l 
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i=l 


Sar ЧИЕ, А 
- n-k ^ v4 EV 
=n (n — k) 2. ( i Je 1) 
- n"-k n. (п - k)n^-i-* zi kn™-1-k. 口 


m 第 四 个 证 明 ( 双 计 数 法 ). 以 下 的 精彩 思想 归功 于 Jim Pitman, 他 
在 没有 用 归纳 或 双 射 的 情况 下 给 出 了 Cayley 公式 及 其 推广 (2) — 
仅 赁 在 两 个 方向 进行 聪明 地 计数 . 

(1, опр 上 的 有 根 森 林 是 在 每 个 分 块 树 上 选 定 一 个 根 的 森林 . 
令 万 大 表示 由 大 棵 有 根 树 组 成 的 所 有 有 根 森 林 的 集合 , 则 Fna 是 
所 有 有 根 树 的 集合 . 

注意 Faal = nT, 因为 每 棵 树 有 ”个 可 以 选择 的 根 . 现在 
把 Fak € Fa, ARA AA, 所 有 的 边 从 根 开始 指向 远 处 . 称 森 林 F 
包含 另 一 个 森林 F', 若 下 在 有 向 图 的 意义 上 包含 Р. BR, ЖРА 
包含 F', WWF ЯГ F' 少 的 分 块 . 两 个 这 样 的 森林 如 图 所 示 , 根 放 在 
顶部 . 

下 面 是 关键 的 思想 . 称 森 林 序 列 Fi,- , Fe 为 改进 序列 , 若 є 
Fai 且 对 所 有 的 i 有 Fi 包含 Fa. 

Ў Fp 是 7, к 中 选 定 的 树 ,用 
。N(F) 表示 包含 Р, 的 有 根 树 的 数目 ， 
e. N* (Fk) 表示 以 Fy 结束 的 改进 序列 的 数目 . 
对 МР) 双 计 数 , 先 从 树 开始 再 从 及 开始 . 假设 Fı € Fy, 包 
Ж Fe. 由 于 我 们 可 以 按 任 意 的 顺序 删 去 FINE, 的 一 1 条 边 来 得 到 


MF, 到 Fi 的 改进 序列 ,我 们 发 现 
N*(Fy) = N(Fj) (k — 1). (3) 


现在 从 另 一 头 出 发 . 为 从 及 得 到 Fei 必须 加 上 一 条 有 向 边 ， 


SS, 
СА 
9 
F, 8 4 
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5 
2 
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10 
Fı 包含 Fs 
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Жы 
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这 条 边 应 该 是 从 任意 的 顶点 a 出 发 指向 不 含 a 的 一 1 棵 树 的 任 
意 某 棵 之 根 的 . ( 见 边 图 所 示 , 我 们 通过 增加 边 3e-w=e7 由 Fs 得 
到 了 Fy). FER n(k — 1) 个 选择 . 类 似 地 , 对 Fy- 可 以 从 某 
个 顶点 5 ARE b hI k — 2 株 树 的 任意 某 棵 之 根 增加 有 向 边 . 对 此 
有 n(k — 2) 个 选择 . 继续 下 去 , 我 们 得 到 


N*(Fy) = n*(k— 1), (4) 
这 和 (3) 合 在 一 起 给 出 了 意 想不到 的 简单 关系 
N (Fp) = n*-! 对 任意 及 € Fak. 


% к = n, ,仅仅 由 nr 个 孤立 顶点 组 成 . 因此 N (Fn) 计数 所 有 的 有 
根 树 的 数目 , 于 是 [5| =n”, 从 而 得 到 Cayley 公式 . a 
而 我 们 甚至 从 这 证 明 中 得 到 更 多 . 公式 (4) 表明 对 于 大 = n: 


#{ 改 进 序列 (Fi, Fa, aie ,Fn)} а. n(n E 1). (5) 


XÎ Fee Fnk A N** (FX) 表示 第 项 为 也. 的 改进 序列 Fy,- , Fa 
的 数目 . 显然 , 这 等 于 N*(F,) 乘 以 选择 (Fey, LES) 的 方式 的 数目 . 
而 后 者 是 (n — k)!, 因为 我 们 可 以 按 任意 的 方式 删 掉 及 中 的 到 一 大 
条 边 . BORE 


N™(F,) = N*(Fk)(n—k)! = n*-(k-1)(n— k). (6) 


由 于 这 个 数 不 依赖 及 的 选择 , (6) BR (5) 给 出 了 含有 大 BR HAR 
森林 的 数目 : 


n"—! (n — 1)! n AUS 
Foal = атас ад Че. жу 
因为 有 (2). 种 方式 选择 个 根 , 我 们 不 用 归纳 而 再 一 次 证 明了 公 
式 Tak = kn?—k-1, 


让 我 们 用 一 段 历史 轶 事 来 结束 本 章 . Cayley 在 1889 年 的 文章 已 
经 被 Carl W. Borchardt 在 1860 年 预见 到 了 , 这 个 事实 为 Cayley 本 人 
所 承认 . 一 个 等 价 的 结果 甚至 出 现 得 更 早 , 那 是 在 1857 4E James J. 
Sylvester 的 一 篇 文章 里 , 见 [2, 第 3 章 ]. Cayley 论文 的 新 意 在 于 使 用 
了 图 论 中 的 术语 ; 从 那 以 后 , 这 个 定理 就 被 冠 以 他 的 名 字 . 
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填充 拉丁 方 


拉丁 方 是 最 古老 的 组 合 对 象 之 一 , 对 它 的 研究 很 明显 可 以 追 淹 
到 古代 . 为 得 到 拉丁 方 , 人 们 需要 把 一 个 (n x п) 方 阵 的 n? 个 空格 
用 1,2,… ,n 填 上 ,使 得 在 每 行 和 每 列 里 面 每 个 数 刚 好 出 现 一 次 . 换 
言 之 , 行 与 列 各 自 代表 {1,… ,n} 的 一 个 排列 . 称 n 为 这 个 拉丁 方 
的 阶 . 

我 们 想 要 讨论 的 问题 如 下 : 假设 有 人 开始 给 方 格 填充 数字 (1, 
2,… n). 在 某 个 时 刻 他 停 下 了 , 并 让 我 们 把 剩 下 的 空格 填 满 以 得 到 
拉丁 方 . 这 在 什么 时 候 是 可 能 的 呢 ? 当然 ,为 了 有 个 起 码 的 机 会 , 我 
们 必须 假定 : 当 我 们 接手 的 时 候 , 每 个 元 素 在 每 行 每 列 至 多 出 现 过 
一 次 . 给 这 种 情形 起 个 名 字 : 如 果 (nxn) 方 阵 的 一 些 空格 被 1,2,… ， 
n SUE, 并 且 在 每 行 每 列 中 每 个 数 至 多 出 现 过 一 次 , 则 称 之 为 阶 是 п 
的 部 分 拉丁 方 . 于 是 问题 即 : 

在 怎样 的 情形 下 一 个 部 分 拉丁 方 可 以 被 填 满 成 为 同 阶 的 拉 

TH 

让 我 们 看 儿 个 例子 . 假设 前 n — 1 行 都 被 填 上 了 , 最 后 一 行 是 空 
的 , 则 可 轻易 填 上 最 后 一 行 . 只 须 注意 每 个 元 素 在 部 分 拉丁 方 里 出 
HT 一 1 次 ,所 以 恰 在 某 一 列 中 不 出 现 . 因此 把 每 个 元 素 写 在 其 缺 
失 的 那 一 列 ,我 们 就 正确 地 填 满 了 方 格 . 

另 一 个 极端 , 假设 只 有 第 一 行 被 填 好 了 , 仍旧 很 容易 填 满 方 格 : 
只 须 在 下 面 的 每 行 逐 次 循环 更 迭 一 位 元 素 . 

所 以 , 尽管 在 第 一 个 例子 里 填 法 是 固定 的 , 第 二 个 例子 却 有 很 
多 种 可 能 . 一 般 来 说 , 越 少 的 方 格 被 预先 填 好 了 , 我 们 完成 空格 有 越 
多 的 自由 . 

尽管 如 此 , 边 图 所 示 的 部 分 拉丁 方 仅 被 填 上 了 n 个 方 格 , 但 很 
清楚 它 不 能 被 完成 , 因为 没有 办 法 在 不 违反 行 或 列 的 规则 的 情况 下 
填 好 右上 角 的 方 格 . 


一 个 无 法 填 满 的 部 分 拉丁 方 
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R:111222333 
C:123123123 
E:132213321 


若 将 上 例 中 的 行 循环 置换 ， 
R — C — Е — R, 则 得 到 下 面 
的 线 列 和 拉丁 方 : 


R: 132213321 
С:111222333 
E:123123123 


如 果 (n x n) 的 方 阵 里 只 有 少 于 多 个 方 格 被 填 好 SERRE È 
成 剩余 的 填充 得 到 一 个 拉丁 方 吗 ? 


这 个 问题 是 Trevor Evans 在 1960 年 提出 的 ; 很 快 , “填充 总 是 可 
以 的 ” 这 个 断言 成 为 Evans 猜想 . 当然 , 也 许可 以 试 着 归纳 , 而 这 正 
是 最 后 引 向 成 功 的 方法 . 然而 1981 年 Bohdan Smetaniuk 的 证 明 不 仅 
解决 了 问题 , 也 是 关于 归纳 证 明 可 以 如 何 精妙 地 被 应 用 的 一 个 优美 
范例 . 并 且 这 个 证 明 还 是 构造 性 的 , 它 人 允许 我 们 从 某 一 个 初始 状态 
开始 可 操作 地 填 满 拉丁 方 . 


在 继续 进行 证 明之 前 , 让 我 们 看 看 一 般 的 拉丁 方 . 换 一 个 角度 ， 
我 们 可 以 把 拉丁 方 看 作 一 个 (3 x n?) 数组 , 称 为 拉丁 方 的 线 列 . 边 
图 展示 了 一 个 3 阶 拉丁 方 和 它 的 线 列 , 其 中 R,C 和 三 分 别 表 示 行 
列 和 元 素 . 

拉丁 方 上 的 条 件 等 价 于 说 在 线 列 的 任意 两 行 中 , 所 有 的 п? 个 
有 序 对 必须 出 现 (从 而 每 个 对 出 现 恰好 一 次 ). 显然 , 我 们 可 以 把 每 
行 的 元 素 分 别 任意 置换 (对 应 于 行 , 列 和 元 素 的 重 排 ) 而 仍旧 得 到 拉 
TZ. 但 在 这 个 (3 x n?)- 数组 上 的 条 件 告诉 我 们 更 多 : 元 素 并 没有 
特殊 的 作用 . 我 们 也 可 以 置换 线 列 的 行 (作为 整体 )， 仍旧 保持 线 列 
的 条 件 , 从 而 得 到 的 仍 是 拉丁 方 . 

由 任意 的 这 种 置换 联系 在 一 起 的 拉 革 方 称 为 共 力 . 下 面 的 观察 
令 证 明 变 得 清晰 : 一 个 部 分 拉丁 方 显然 对 应 一 个 部 分 线 列 (任意 两 
行 中 每 个 对 出 现 至 多 一 次 ), А TT 89369808 RA HE T 2. FF 
别 地 , 部 分 拉丁 方 可 以 被 补 吓 当 且 仅 当 其 每 个 共 思 可 被 补足 (只 要 
Fhe See, 再 逆转 三 行 间 的 置换 ). 


我 们 将 需要 两 个 结果 , 它们 归功 于 Herbert J. Ryser 和 Charles C. 
Lindner, H5 Smetaniuk 的 定理 要 早 . 当 一 个 部 分 拉丁 方 的 前 7 行 被 填 
满 了 而 剩余 的 方 格 都 是 空 的 , 我 们 称 其 为 (r x n) AY FET HE. 


引 理 1. 对 7 < n, 任何 (r x n) ТАЯ TAT AHA ((r +1) x n)- 
HE TE, 从 而 可 以 补足 为 拉丁 方 . 


图 证明。 应 用 Hall 的 定理 (参见 第 23 章 ). 令 A; 为 尚未 出 现在 第 j 
列 的 元 素 的 集合 . 规则 允许 的 第 (r +1) 行 于 是 恰好 对 应 A1, , An 
的 一 个 相 异 代表 系 . 因此 须 验证 Hall 的 条 件 (Н). 每 个 集合 A; 的 基 
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BOE n — т, 所 以 每 个 元 素 恰 在 一 7 个 A; 里 ( 因 其 在 矩形 中 共 出 
H r UO. 任意 m 个 A; 包含 mm(n — т) 个 元 素 , TERDA m 个 不 同 
的 , 这 正 是 条 件 (HD). a 
引 理 2. 令 P 忆 为 一 个 n 阶 的 部 分 拉丁 方 ,其 中 至 多 填充 了 mn 一 1 个 方 
格 且 所 用 的 不 同 元 素 至 多 有 号 Л, 则 Р 可 以 被 填 满 成 为 一 个 五 阶 
жт. 


ш 证 明 . 先 把 问题 转化 为 更 便捷 的 形式 . Hh ИПИЕ 3688 ИН, 
可 将 条 件 “ 至 多 3 个 不 同 元 素 ” 替换 为 元 素 只 出 现在 5 fT, 进而 还 
可 假设 这 些 行 都 在 最 上 面 . 故 设 有 单位 方 格 被 填充 的 是 第 1,2,…… ,7 
f, 其 中 第 i 行 被 填充 了 fi 个 单位 方 格 ,r < 2 E Dj €n-1 
通过 交换 行 , AW / > fo > … > f 现在 一 步 一 步 把 第 1,… ,r 
行 补 满 , 直到 得 到 一 个 (r x n)- FE, 然后 再 根据 引 理 1 就 可 以 扩充 成 
拉丁 方 了 . 

假设 我 们 已 经 填 满 了 1,2,… ,4 一 1 行 . TOA fe PE 
的 方 格 , 我 们 可 假设 都 在 未 端 . 现在 的 情形 如 图 所 示 , 其 中 有 阴影 处 
表示 填 好 的 单元 格 . 

第 4 行 的 完成 是 通过 另 一 个 Hall 定理 的 应 用 , 但 这 一 次 更 为 
精妙 . 令 X 为 尚未 出 现在 行 4 的 元 素 的 集合 , W |X| = n — fe; 而 
对 了 = 1,…,n 一 fo, 令 A; 表示 XX 中 尚未 出 现在 第 7 列 的 元 素 
的 集合 (无 论 在 第 4 行 的 上 或 下 )， 所 以 为 补足 行 我 们 必须 验证 
Ж 41,… , Any, 满足 条 件 (Н). 

首先 断言 


nk Ree 12 Ey ie SE (1) 


= 1 时 较为 清楚 :否则 i fi <n, h2- 2f, Mi<k<r 
合 在 一 起 得 到 


n> Doh > (€-Mfert fetet fr 
i=1 


现在 或 者 fe- > 2 (此 时 (1) RID) 或 者 fei = 1. 后 一 种 情形 

中 (D HA n> 2-1) +т- 2+1 = тъ 1, Нест 显然 为 
A. 
Ж т MEG Aj 1 < m < n – fı, 5 В 为 它们 的 并 . 我 们 证 
HH |B| > т. 考虑 对 应 A; 的 这 m 列 中 含有 中 元 素 的 方 格 的 个 
Жс. 至 多 有 (= 1) 和 个 这 样 的 方 格 在 行 4 之 上 , 至 多 feitt fr 


X n = 8, l= 3 时 的 情形 , f1 = fo = 
fs = 2, fa = 1. 深 色 方 格 表示 开始 已 
填 好 的 方 格 , 浅 色 方 格 表示 在 我 们 的 
补足 过 程 中 填 好 的 . 


HEIT CZF, 因此 
c S (€-1)m+ feat: fr- 


另 一 方面 , 每 个 元 素 zEe X\B EX m WW PAB 9L, PEEL e > m(|X|— 
|B|), ЖИЙ (H |X| =n — fe) 


[В| > |X|- Ee > n-fe- (£—1) — E(feia +--+ Ff). 
iX FE |B| > т, #7 
n— је (0 1) - (а ++.) > m-l, 


Вр 
m(n—fe—£+2—m) > feit Ffr (2) 


不 等 式 2) $m = 1 AR (1) Ут = n fe— 2 +1 ABA, 
PART TAT AY 1 Alm fe- £21 Їн) т 都 成 立 ,这 是 因为 左 端 是 
首 项 系数 为 -1 的 m 的 二 次 函数 . BP TIE m > n — fe-—0 +1. 
由 于 X 中 的 每 个 元 素 x 包含 在 至 多 上 一 1+ fort: f, TEW, 
其 也 必 出 现在 不 超过 这 么 多 的 列 里 面 . 再 次 利用 0), RIER zx TE 
某 个 集合 A; 里 ,故此 时 B =X, |B| = n— fe > т, WES. a 

最 后 证 明 Smetaniuk 的 定理 . 


定理 . 任何 一 个 只 填 好 了 至 多 7n, 一 1 个 方 格 的 n 阶 部 分 拉丁 方 都 可 
以 被 填 满 成 为 一 个 同 阶 的 拉丁 方 . 


B iE. 对 п 归纳 , n < 2 时 显然 . 现在 考虑 阶 数 为 n > 3 且 填 好 
了 至 多 nn 一 1 个 单位 方 格 的 部 分 拉丁 方 .沿用 前 面 的 符号 , 这 些小 方 
格 在 标记 为 s1,… ,sr 的 7 < n 一 1 个 不 同 的 行 里 , 这 些 行 分 别 包 
含 fı, Sr > 0 个 填 好 的 小 方 格 , BO fi < n — 1. 由 引 理 2 我 
们 可 以 假设 有 多 于 3 个 不 同 的 元 素 ; 由 此 必 有 只 出 现 一 次 的 元 素 : 
重新 排序 及 换行 (如 果 需 要 的 话 ) 之 后 不 妨 设 元 素 n 仅 出 现 了 一 次 ， 
而 且 是 在 行 s; 里 . 

下 面 我 们 希望 通过 轩 换 部 分 拉丁 方 的 各 行 各 列 使 得 填 好 的 方 
格 都 在 对 角 线 下 方 一 一 除了 填充 的 是 的 那个 , 它 将 在 对 角 线 上 . 
(对 角 线 指 所 有 满足 1 和 大 入 却 的 单位 方 格 (k, k)) 我 们 这 样 来 实现 : 
首先 把 行 ss 移 到 第 у 行 的 位 置 . 通过 对 列 的 置换 把 所 有 填 既 的 方 
格 挪 到 左 方 , 使 得 n 作为 这 行 的 最 后 一 个 元 素 出 现在 对 角 线 上 . 接 
着 ,把 行 sz 移 到 第 1+ 五 十 三 行 ,仍旧 把 填 好 的 方 格 尽量 左 移 . 一 般 
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地 ,对 1<i<r 把 行 si 移 到 第 1+ 广 二 户 十 :十 万 行 ,再 把 填 好 的 方 
格 尽量 左 移 . 很 明显 这 给 出 了 想 要 的 结构 . ЭЛЛЕ п = 7 时 的 一 个 
例子 : 行 si=2,sz= 3, 93 = 5,54 — 77H fi = р = 2K fs = fa = 1, 
它们 分 别 被 移 到 标号 为 2, 5, 6, 7 的 行 , 列 也 被 “向 左 " 置换 导致 最 终 
除了 单独 的 那个 7 其 他 的 元 素 都 在 对 角 线 下 方 , 对 角 线 则 用 。 标 识 . 

为 应 用 归纳 法 , 现在 把 n 从 对 角 线 删 去 , 且 忽 略 第 一 行 及 最 后 
一 列 (都 不 含有 已 经 填 好 的 单位 格 ): 这 样 看 到 的 是 填 好 了 至 多 n 一 2 
个 小 方 格 的 n 一 1 阶 部 分 拉丁 方 , 由 归纳 法 可 补足 为 n 一 1 阶 的 拉 
丁 方 . 边 图 显示 了 前 面 例子 中 导出 的 部 分 拉丁 方 的 众多 补足 方法 中 
的 一 个 . 在 图 中 , 原来 的 小 方 格 被 印 成 深 色 . 它们 已 经 在 最 终 位 置 了 ， 
所 有 阴影 中 的 方 格 也 是 ; 为 完成 n 级 的 拉丁 方 , 其 他 地 方 的 一 些 方 
格 会 在 下 面 的 过 程 中 被 调换 . 

下 一 步 , 我 们 想 把 对 角 线 上 的 元 素 移 到 最 后 一 列 , 再 把 n 放 进 
室 出 的 位 置 . 然而 , 一 般 而 言 这 样 不 行 , 因为 对 角 线 上 的 元 素 不 见得 
是 互 异 的 . 因此 我 们 操作 更 加 谨慎 , 对 = 2,3,---, 一 1( 依 此 顺 
序 ) 逐步 进行 下 面 的 操作 : 

把 数字 n 放 在 单位 方 格 (k,n) P. 这 产生 的 是 正确 的 部 分 拉丁 
方 . 现在 把 对 角 线 上 单位 方 格 (К, К) 中 的 元 素 Zk 和 最 后 一 列 单位 方 
格 (k,n) PHAR п RAK. 

车 数字 ry 不 是 已 先 存在 于 最 后 一 列 , 则 我 们 在 这 第 大 步 的 工 
作 就 结束 了 . 此 后 , 第 大 列 的 元 素 将 不 需 动 了 . 

在 我 们 的 例子 中 当 = 2, 3 和 4 时 没有 问题 ,对 应 的 对 角 线 元 
Ж 3, 1 ,6 挪 到 最 后 一 列 . 下 面 三 幅 图 展示 了 相应 的 操作 ， 


206 


组 合 数学 


现在 我 们 必须 处 理 当 已 经 有 数字 zx 出 现在 最 后 一 列 时 的 情形 
T. 此 时 我 们 如 下 进行 : 

车 已 有 数字 zk 在 单位 方 格 (Gun) 中 , 2 < j <k, MEAT j PE 
换 位 于 第 nn 列 的 元 素 ay 和 位 于 第 大 列 的 元 素 xl. oR ох, 也 在 方 
Ж (jn) Р, 则 我 们 也 在 第 7 ATR n 列 和 第 大 列 的 元 素 , 照 此 
继续 . 

如 此 进行 永远 不 会 有 两 个 相同 的 元 素 出 现在 同一 行 . 我 们 的 交 
换 过 程 也 保证 了 不 会 有 两 个 相同 元 素 在 同一 列 . 故 只 须 验证 这 个 交 
换 第 大 列 与 第 郊 列 的 过 程 不 会 导致 无 穷 循环 . 这 可 以 从 下 面 的 二 部 
图 Gi 看 出 来 : 它 的 顶点 对 应 那些 可 能 被 交换 的 方 格 (i, k) 和 (j, п), 
2<ij < К. (i,k) 5j (jn) 之 间 有 边 当 两 者 在 同一 行 (РЧ і = у), 
或 者 在 交换 之 前 两 者 含有 同一 个 元 素 (这 意味 着 i + j). 在 我 们 的 
草图 中 满足 i = у 的 边 被 画 成 小 圆 点 拼 成 的 虚线 , 其 他 的 则 是 实 线 . 
Gr 的 所 有 顶点 的 度数 是 1 或 2. 小 方 格 (k,n) 对 应 一 个 度数 为 1 的 
顶点 ; 这 个 顶点 是 一 条 路 的 一 端 , 它 通 过 水 平 线 连 向 第 上 列 , 可 能 又 
通过 一 条 斜 线 回 到 第 n 列 ,然后 水 平地 回 到 第 上 列 , 如 此 下 去 . 路 的 
另 一 端 是 在 第 大 列 , 其 数字 不 出 现在 第 n 列 . 交换 的 操作 将 停止 在 
我 们 把 某 个 新 元 素 移 到 最 后 一 列 的 时 候 . 然后 第 上 列 的 工作 就 完成 
了 ,对 i 2, 方 格 (i,k) 将 不 再 动 了 . 

在 我 们 的 例子 里 “交换 情形 " REM k= 5 时 : ЖЖ zs = З 
已 经 在 最 后 一 列 有 了 , 所 以 它 必 须 换 到 第 К = 5 列 . 但 是 这 次 的 交 
HJG т = 6 也 不 是 新 的 , 故 被 то = 5 ЖЧ, 这 次 是 新 的 了 . 


最 终 , 4k = 6 = 二 n 一 1 时 交换 没有 问题 , 完成 后 拉丁 方 就 被 填 满 了 : 
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一 般 地 也 如 此 : 把 元 素 n 放 在 方 格 (n,n) E, 然后 第 一 行 可 以 被 各 
列 缺 失 的 那个 元 素 补 足 ( 见 引 理 1), 这 就 结束 了 证 明 . 如 果 想 得 到 补 
足 最 初 的 n 阶 部 分 拉丁 方 的 明确 步骤 ,我 们 只 要 把 证 明 前 两 步 中 的 
元 素 , 行 和 列 之 间 的 置换 道 回去 即 可 . 口 
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Dinitz 问题 第 28 € 


四 色 问 题 是 图 论 发 展 到 今天 的 主要 推动 力 之 一 , 而 着 色 仍 旧 是 
很 多 图 论 学 家 最 喜欢 的 一 个 话题 . 下 面 是 1978 年 Dinitz 提出 的 一 个 
问题 , 听 起 来 简单 的 一 个 着 色 问 题 却 抵挡 住 了 所 有 的 进攻 尝试 , 直 
到 15 年 后 Fred Galvin 提供 了 一 个 简洁 到 令 人 震惊 的 解法 . 


= 


考虑 (nxn) 方 格 中 的 n? 个 小 方 格 , A (i 有) 表示 第 i 行 和 第 j COD 
列 处 的 小 方 格 . 假设 对 每 个 小 方 格 (i, j) RHA п FARE HS 
SG. 25. 
给 整个 阵列 着 色 , (i j) 的 颜色 取 自 集合 C (i, j), 要 求 每 行 每 列 
的 颜色 两 两 不 同 . 这 总 是 可 以 实现 的 吗 ? 


开始 先 考虑 所 有 的 颜色 集合 C(i,j) 是 相同 的 , 比方 说 {1,2,… , 
n) 这 一 情形 . 那么 Dinitz 问题 归结 到 下 面 的 任务 : 把 (n x n)- EE 
填 上 1,2,… ,n 使 得 每 行 每 列 两 两 不 同 . 换 句 话说 , 这 样 的 一 种 着 色 
对 应 一 个 拉丁 方 , 正如 前 一 章 里 讨论 过 的 . 因此 在 这 种 情况 下 , 问题 
的 答案 是 肯定 的 . 

既然 这 里 这 么 容易 , 一般 地 当 集 合 C := U; j Cli, j) 包含 甚至 比 n 
更 多 颜色 的 情形 怎么 会 变 得 难 上 那么 多 呢 ? 困难 在 于 对 一 个 小 方 格 
来 说 ,并 不 是 C 里 的 每 种 颜色 都 可 以 用 上 . 例如 , 尽管 在 拉丁 方 里 我 
们 显然 可 以 为 第 一 行 选择 所 有 颜色 的 任意 置换 , 在 一 般 的 问题 里 并 
非 如 此 . “4 п = 2 时 这 个 困难 就 已 显现 出 来 . 

假设 我 们 给 定 了 如 图 所 示 的 一 组 颜色 集合 . 如 果 我 们 给 第 一 行 
选择 颜色 1 和 2, 那 就 有 麻烦 了 : 因为 我 们 将 不 得 不 为 第 二 行 的 两 个 
小 方 格 都 选择 3. 

在 进攻 Dinitz 问题 之 前 , 先 用 图 论 的 术语 复述 一 下 情况 . HUM 
例 考虑 无 自 环 无 重 边 的 简单 图 G = (V, E). 令 x(G) 表示 该 图 的 色 
Ж, 即 顶 点 上 最 少 须 用 的 颜色 数 使 得 相 邻 的 顶点 必 有 相 异 的 颜色 . 

换言之 , 着 色 将 站 划分 成 等 价 类 (着 成 同样 颜色 的 顶点 子 集 ) 使 
得 每 一 类 中 没有 边 . 称 集合 A C V 为 独立 的 , 如 果 A 之 内 没有 边 . 
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图 S3 


{1,3} 
{1,2} 

{1,4} 
{3,4} {2,3} 

{2,4} 


从 而 色 数 即 最 小 的 独立 集 的 个 数 ; 这 些 独立 集 应 是 V 的 一 个 划分 : 

1976 年 Vizing 以 及 三 年 之 后 Erdós, Rubin 和 Taylor, 研究 了 下 
面 的 着 色 的 一 种 变形 , 将 我 们 直接 引 向 Dinitz 的 问题 . 设 在 图 С = 
(V, E) 中 给 每 个 顶点 v 指定 了 颜色 集合 Co). 列表 着 色 是 一 个 着 
f& c: V — Uey C(v) 满足 对 任意 的 wsY 有 clo) € Cv). 列 
表 着 色 数 x,(G) 现在 应 该 清楚 了 : 即 最 小 的 数 k 使 得 对 任意 的 满 
足 |C(u)| = k, Vv e V 的 着 色 集 合 C(v) 的 组 合 , 都 存在 列表 着 色 . 
当然 , 有 x(G) < |V| (颜色 不 会 不 够 用 ), 由 于 普通 着 色 是 列表 着 色 
“4 C(v) 都 相同 时 的 特殊 情况 , 我们 知道 对 任意 的 图 С 


x(G) € x,(G). 


为 回 到 Dinitz 问题 , 考虑 图 Sn: 其 顶点 集合 为 (nxn) 阵列 的 n? 
个 小 方 格 ; 两 个 小 方 格 相 邻 当 且 仅 当 它们 在 同一 行 或 同一 列 . 

由 于 一 行 中 的 nr 个 小 方 格 彼 此 相 邻 , 我 们 需要 至 少 种 颜色 .此 
外 ,m 种 颜色 的 着 色 对 应 拉丁 方 , 即 拉丁 方 中 有 同一 数字 的 小 方 格 形 
成 一 个 颜色 类 . 如 前 所 见 , 拉丁 方 是 存在 的 , 因此 x(5n) = п, Dinitz 
问题 现在 可 以 简练 地 叙述 为 


х,(5һ) = n? 


人 们 或 许 想 x(G) = x, (G) 可 能 对 任意 的 图 G 都 对 , 但 这 远 非 
事实 . 考察 С = Коа. 因为 我 们 可 将 左边 的 两 个 顶点 着 上 第 一 种 颜 
色 , 右边 的 顶点 用 第 二 种 颜色 , 其 色 数 为 2. 但 现在 设想 给 定 了 图 示 
的 颜色 集 . 

给 左边 的 顶点 着 色 有 四 种 可 能 1/3, 1/4, 213 和 24, 但 这 里 的 
每 一 个 对 都 是 右边 的 某 个 颜色 集 , 因此 列表 着 色 是 不 可 能 的 . 
此 x,(G) > 3, 读者 也 许 会 有 兴趣 去 证 明 x(G) = 3 (并 不 需要 穷 
举 0). 推广 这 个 例子 , 不 难 找到 图 G 满足 X(G) = 2, 而 x,(G) 要 多 大 
有 多 大 ! 所 以 列表 着 色 问 题 并 不 像 乍 看 上 去 那么 简单 . 

回 到 Dinitz 问题 . 1992 年 Jeanette Janssen 证 明了 x,(S,.) < ni 十 1， 
这 是 一 个 重大 突破 . 最 后 一 击 由 Pred Galvin 完成 , 他 把 两 个 入 为 人 
知 的 结果 创造 性 地 结合 在 一 起 . 下 面 讨论 这 两 个 结果 , 然后 展示 它 
们 怎样 推出 x (Sn) =n. 

先 固定 符号 . 对 G 的 顶点 v, 如 前 以 du) RR v 的 度数 .在 我 
们 的 方 格 图 Sn 里 每 个 顶点 的 度数 都 是 2n - 2, 由 n 一 1 个 同行 的 项 
点 及 同样 多 同 列 的 顶点 得 来 . 对 子 集 ACV 用 Gh 表示 以 4 为 项 
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点 集 且 包含 G 中 所 有 在 A 的 顶点 间 的 边 的 子 图 . 称 СА 为 由 4 导 
出 的 子 图 ;也 称 万 为 G 的 诱导 子 图 , 若 存在 某 个 А ШАФ Н = Ga. 

为 陈述 第 一 个 结果 要 用 有 向 图 G = (V, E), 即 每 条 边 e 有 个 走 
向 的 图 . 符号 e = (u,v) 表示 存在 起 点 为 u 终点 为 v 的 弧 e, 另 一 
种 标记 方式 是 u—v. 接 下 来 就 可 以 合理 地 引入 出 度 d* (v) 和 入 度 
d^ (v), 其 中 d* (v) 是 以 v 作为 起 点 的 边 数 , 类 似 的 有 a7 (v); 此 外 ， 
d* (v) + d7 (v) = d(v). EBE G 则 意味 着 G 去 掉 方向 . 

下 面 的 概念 来 源 于 游戏 分 析 , 将 在 我 们 的 讨论 中 扮演 重要 角色 . 
定义 1 i G = (VB) 为 一 个 有 向 图 . 它 的 核 K c V 是 满足 如 下 条 
件 的 顶点 构成 的 子 集 : 

(i) K fr G PRA. 
(i) 对 任意 的 wu ¢ K 存在 一 个 顶点 ve К 与 一 条 边 и — v. 

看 图 中 的 例子 . FE {b,c, 月 构成 了 一 个 核 ; 男 一 方面 由 (a, с, 
e) 导出 的 子 图 没有 核 , 因为 三 条 边 在 它 的 顶点 集 上 循环 了 一 周 . 

有 了 这 些 准备 我 们 可 以 陈述 第 一 个 结果 了 . 

338 1. i& G = (VE) 是 有 向 图 ,并 且 对 每 个 顶点 v EV 有 上 比 它 的 出 
度 大 的 颜色 集 Clw): |C(v)| > d* (v) +1. 若 世 的 每 个 诱导 子 图 都 有 
核 , 则 必 有 G 的 列表 着 色 使 得 任意 HMERA C(v). 


E 证明 对 |V| 归纳 . 当 V| = 1 时 无 须 证 明 . 选 定 颜色 ce С = 
UuevC(o)， 置 
A(c) := {vE V : ce C(v)}. 


由 假设 , 诱导 子 图 Ga.) AK K(c). 现在 将 所 有 的 v e K(c) 着 上 
颜色 c (这 是 允许 的 , 因为 K(c) 是 独立 集 ), 再 将 K(c) 从 G Ф 
除 ,c 从 C 中 删除 . 令 G' 为 G 在 V\K(c) 上 的 诱导 子 图 , Н. C" (v) = 
C(v)\c 是 新 的 颜色 集 列 表 . 注意 对 任意 的 ve A(c)\K(c), 出 度 dt+(v) 
至 少 损失 了 1 (由 核 的 条 件 Gi) ). 因此 d*(v) +1 < |C'(v)| TE G' rj 
仍旧 成 立 . 同样 的 条 件 对 4(c) 以 外 的 顶点 也 成 立 , 因为 在 这 种 情况 
下 颜色 集 C(v) 保持 不 变 . 新 图 GC FH С 更 少 的 顶点 , 根据 归纳 法 
即 得 结论 . 口 

进攻 Dinitz 问题 的 方法 现在 清楚 了 : 我 们 必须 找到 一 个 图 Sn 
的 定向 ; 对 所 有 的 v 满足 出 度 d* (v) < n — 1, 并 且 对 所 有 的 诱导 子 
图 保证 核 的 存在 性 . 这 由 我 们 的 第 二 个 结果 来 实现 . 

我 们 仍 需 要 一 点 准备 . 回忆 (第 9 章 ) 二 部 图 G = (X UY, E) 是 
具有 这 样 性 质 的 图 : 顶点 集 大 可 分 成 两 部 分 X 和 YY ERA 
一 端 在 X 中 , 另 一 端 在 Y 中 . 换言之 , 二 部 图 正 是 那些 可 二 着 色 的 
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二 部 图 和 一 个 匹配 


深 色 边 构成 了 一 个 稳定 匹配 . 在 每 个 
优先 表 上 , 引 向 稳定 匹配 的 那个 选择 
印 成 黑体 . 


图 (x 用 一 种 颜色 ,Y 用 一 种 颜色 ). 

现在 介绍 一 个 重要 概念 “稳定 匹配 ", 且 给 一 个 实际 的 解释 . 二 
部 图 G = (X UY, E) 中 的 一 个 匹配 M 是 一 组 边 使 得 M 中 任 两 条 
边 没 有 公共 顶点 . 图 中 深 色 绘 出 的 边 构成 了 一 个 匹配 . 

设 X 是 某 些 绅士 的 集合 , Y 是 某 些 女士 的 集合 , uv c E Bk 
着 и Al vo 可 能 会 结婚 . 匹配 从 而 就 是 一 个 杜绝 重婚 的 大 规模 婚配 . 
根据 我 们 的 目的 还 需要 一 个 更 精细 (也 更 现实 ?) 的 匹配 版 本 , 这 是 
由 David Gale 和 Lloyd S. Shapley 提出 的 . 很 明显 , 现实 生活 中 每 
个 人 都 有 偏好 , 而 我 们 把 这 一 点 增加 到 设置 上 . ТЕС = (ХОУ, Е) 
中 我 们 假设 对 每 个 we X UY 存在 其 临 接点 集 N(v) 的 一 个 排序 : 
N(v) = {гу > 22 >… > za) FH гу FE v AY 1 EPI, 然后 是 zz， 
以 此 类 推 . 


定义 2.G = (XU 太刀 的 匹配 M 称 为 稳定 的 , 若 下 面 的 条 件 成 立 : 
只 要 wv € E\M, u € X,v € Y, 就 或 者 存在 uy € M 使 得 在 N(u) 
thy > vw, 或 者 存在 zv € M 使 得 在 N(v) FF x > и, 或 者 两 者 都 有 . 


实际 生活 中 一 组 婚姻 是 稳定 的 , 如 果 下 面 的 情况 永 不 发 生 : v 
Al v 不 是 配偶 但 и 认为 v 比 他 的 妻子 强 (如 果 他 有 妻子 的 话 ) 而 v 
UH и 比 她 的 丈夫 强 (如 果 她 有 丈夫 的 话 ), 这 显然 将 是 不 稳定 的 情 
况 . 


在 证 明 第 二 个 结果 前 看 下 面 的 例子 : 


{AS>Ch d 
{C>D>B} b 
{A>D} c 
(4) d 


(c»d»a) 
{5} 

{a > b} 
{e> b) 


бо оь» 


注意 本 例 中 存在 唯一 的 最 大 匹配 М, EA 4 RI: M = (aC, 
bB,cD, dA}. 但 是 M 不 稳定 (考虑 cA). 


引 理 2. 稳定 匹配 永远 存在 . 


ш 证明. 考虑 下 面 的 算法 . 第 一 步 所 有 的 绅士 uw E X 向 他 们 的 最 爱 
求婚 . 如 果 一 位 女士 收 到 了 多 于 1 个 求婚 , 就 从 中 选择 自己 最 喜欢 
的 , 把 他 放 进 自己 的 单子 ; 假如 她 只 收 到 1 个 求婚 ; 那 当然 要 保留 在 
单子 上 . 剩 下 的 男士 被 拒绝 , 集中 到 保留 地 R. 第 三 步 RABE 
向 他 们 的 第 三 选择 求婚 . 女士 们 比较 一 下 这 些 求婚 《和 自己 单子 上 
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的 那个 , 如 果 有 的 话 ), 选 出 更 偏爱 的 把 他 放 在 单子 上 . 其 他 所 有 人 
被 拒绝 形成 新 的 集合 R. 现在 里 的 男士 向 下 一 个 选择 求婚 , 如 此 
继续 . 如 果 一 位 男士 向 他 的 最 后 一 个 选择 求婚 仍然 被 拒 , 则 将 不 再 
被 考虑 (也 清理 出 保留 地 ). 显然 , 一 段 时 间 之 后 R 将 会 清空 ,此 时 算 
法 终止 . 

断言 . 算法 终止 时 , 名 单 上 的 男士 与 对 应 的 女士 构成 稳定 匹 

RC. 

首先 注意 任何 特定 的 女士 单子 上 的 绅士 是 按照 (那个 女士 的 ) 
偏好 的 递增 顺序 替换 上 去 的 , 因为 在 每 一 步 , 女士 拿 新 的 求婚 者 和 
当前 的 绅士 作 比 较 , 选择 了 更 喜欢 的 一 个 .所 以 如 果 uv € E ifl uv ¢ 
M, 则 或 者 и 从 来 没有 向 求婚 , 亦 即 他 甚至 在 接触 v 之 前 就 已 经 找 
到 了 更 喜欢 的 人 , 意味 着 uy € M НЕ N(u) Py > v; йж ишь Ж 
婚 但 被 拒 , 表明 cv € M 且 在 N(v) 中 т > и. 而 这 正 是 稳定 匹配 的 
条 件 . 口 

综合 引 理 1 和 2, 我 们 现在 就 得 到 了 Galvin 给 Dinitz 问题 的 解 . 


定理 . 对 任意 的 m, A X,(Sn) = n. 


Wik. 如 前 用 (i,j) 表示 S, 的 顶点 , 1 < i,j < n. 于 是 (ij) 
与 (r, s) RHAH i = т 3X j = s. 取 字 符 集 {1,2,…… ,n} 上 的 任 
SUY TJI L, Fl L(i, j) 表示 方 格 (i, j) 里 面 的 数字 . 接着 把 Sn 转换 成 
有 向 图 S,: M Llig) < L( 3"), 定向 为 (i,j) — lij’); 4 LG, j) > 
L(i', j), 定向 为 (i,j) — (i,j). 这 就 是 说 , 水 平地 , 我 们 按照 从 小 的 
元 素 往 大 的 元 素 定向 ; 竖 直 地 , TEAR. ( 边 图 是 m = З 的 一 个 例子 .) 

注意 对 所 有 的 (i,j) PIE at (4,3) = n—1. Е Li, j) = К, 
SUES i £18 n 一 大 个 方 格 里 有 比 大 大 的 数字 , 而 第 j 列 的 一 1 个 方 
格 里 有 比 大 小 的 数字 . 

根据 引 理 1, 剩 下 的 只 要 证 明 5, 的 每 个 诱导 子 图 都 有 核 . Ж 
RACV, 4- XW LATHE, Y 为 列 的 集合 . 给 4 附加 一 个 二 部 
图 G= (X UY, A), HP RE (i,j) e AXIS ij HAR ie Xj € Y. 
边 上 的 例子 中 4 里 的 小 方 格 加 了 阴影 . 

S, 的 定向 自然 导出 G = (X UY, A) 中 邻 集 的 排序 :在 N (i) 中 
Шу > j, ATE S, PF (i,j) — (i, 7’); 类 似 地 在 NG) FF i > i, 
# (i,j) — (i,j). 由 引 理 2, G = (ХОУ, A) 有 稳定 匹配 М. 这 
个 M, 看 做 4 的 一 个 子 集 , 正 是 我 们 要 找 的 核 ! 为 看 到 这 一 点 , 首先 
注意 М 在 A 中 是 独立 的 , 因为 作为 С = (X UY, A) 中 的 边 它 们 没 
有 公共 的 端点 i 或 j. 其 次 ,车 (i, j) € A\M, 则 由 稳定 匹配 的 定义 存 
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G L(G): a 
a b d 
b d 
2 с 
线 图 的 构造 


ERK (i,j) e M {EE j' > j MH (i,j) e M {ER > i, ХЕ Sn 
“ЖЯ (i,j) — (53) € M R (i,j) — (i,j) € M. W. O 

结束 故事 以 前 让 我 们 走 得 更 远 一 点 . 读者 也 许 已 经 注意 到 图 S， 
是 通过 在 一 个 二 部 图 上 的 简单 构造 得 到 的 . 取 完 全 二 部 图 , 记 为 Kan, 
|X| = |Y| =n, 且 边 集 是 XX 与 Y 之 间 所 有 的 边 . 如 果 我 们 把 Kan 
所 有 的 边 看 做 某 个 新 图 的 顶点 , 新 图 中 两 个 顶点 相 邻 当 且 仅 当 做 
为 Kan 的 边 它们 有 一 个 共同 端点 , 则 清楚 地 看 到 这 就 是 方 格 图 Sn. 
让 我 们 把 Sn PRE Knn 的 线 图 . 同样 的 构造 可 以 在 任意 的 图 С 上 
进行 ; 称 得 到 的 图 为 G 的 线 图 L(G). 

一 般 地 , PK H 为 线 图 若 对 某 个 图 G 有 五 = L(G). 当然 , 并非 每 
个 图 都 是 线 图 . 一 个 例子 是 我 们 先前 考虑 过 的 Ko 4, 对 这 个 图 我 们 
有 x(Ko,4) < x,(Ka,4). 但 如 果 H 是 线 图 又 怎样 呢 ? 通过 修改 我 们 
定理 的 证 明 易 见 当 是 二 部 图 的 线 图 时 X(H) = x, (H) 成 立 . 同样 
的 方法 也 很 有 可 能 走 得 更 远 来 验证 这 个 领域 里 最 后 的 猜想 : 

УЛЕА Н WA (Н) = x, (H) 成 立 吗 ? 
关于 这 个 猜想 已 知 的 极 少 , 看 起 来 很 困难 一 一 但 是 毕竟 Dinitz 问题 
在 二 十 年 前 也 是 如 此 . 
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恒等式 与 双 射 


EERE (1 ++ z)(1 2-22) (1 4-22) (1 Hrt) ,合并 乘积 中 的 
同类 项 z^, 用 通常 的 方式 展 成 级 数 ,so алт". 通过 观察 我 们 得 到 
前 几 项 


Па +r") = 1+2 +r? + 22? + 2х*+3х° + Az +527 +۰۰۰. (1) 
к>1 
所 以 我 们 有 上 比方 说 ав = 4, ат = 5, 然后 可 以 (正当 地 ) 猜测 当 n 一 
oo 时 , an 也 趋 于 无 穷 . 
看 同样 简单 的 乘积 (1- 2) (1 — 22)(1 — 2?)(1 — 25) .…, 想 不 到 的 
事情 发 生 了 . 展开 乘积 我 们 得 到 
Па —a*) = 1-2-2? 42°42" — کے 12ے‎ $977 4.77% .... (2) 
k21 
看 上 去 所 有 的 系数 等 于 1, -1 或 0. 但 这 是 对 的 吗 ? 如 果 是 的 话 , 规 
律 在 哪 ? 
无 限 和 与 无 穷 乘 积 以 及 它们 的 收敛 性 自从 微 积 分 诞生 以 来 就 
在 分 析 领 域 中 扮演 核心 的 角色 , 这 上 面 的 一 些 贡献 是 由 数学 中 的 一 
些 最 伟大 人 物 做 出 的 , 从 Leonhard Euler 到 Srinivasa Ramanujan. 
当 解释 (1) 和 (2) 这 样 的 恒等式 的 时 候 ,我们 却 不 理会 收敛 的 问 
题 只 是 简单 地 对 系数 操作 , ШУИ” ЖОК Б ЗЕН. 在 这 个 
框架 下 我 们 将 展示 组 合 论证 怎样 为 看 似 困难 的 恒等式 引出 优美 证 
明 . 


我 们 的 基本 概念 是 自然 数 的 分 拆 . 我 们 称 满足 A > л» >... > 
A > 1 的 和 式 
Ain = A+ àz +t + Ae 
为 n 的 一 个 分 折 ，P(n) 则 是 п 的 所 有 分 拆 的 集合 , Hic p(n) : 
|P(n)|, 其 中 p(0) = 1. 
分 拆 和 我 们 的 问题 有 什么 关系 呢 ? 好 , 考虑 下 面 这 个 无 穷 多 个 
级 数 的 乘积 : 


(1+т+х?+хт*®+-..)(1+т?+х*+х%+-.. )(1+х:%+т5+т:%+...).-- (3) 


5=5 

5=4+1 

5=3+2 
5=3+1+1 
§=2+2+1 
5=2+1+1+1 
5=1+1+1+1+1. 


由 p(5) = 7 了 计数 的 分 拆 


2 
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其 第 项 是 (1 + zk + z2k + zak +... )， 当 我 们 把 乘积 展开 成 
为 Enpo ana”, a” 的 系数 是 什么 呢 ? 稍 加 思索 就 足以 说 服 人 们 这 
正 是 记 n 为 和 
n = m-1l+neg-2+ng-3+-:: 
= 革 .… 十 1 十 2+… 十 2 十 3 十 … 十 3 十 …， 
سسا اسسا اسسا‎ 
ny no n3 
的 方法 数 . 因此 系数 就 是 m” 的 分 拆 数 p(n). 由 于 几何 级 数 1 二 zx + 
zk у... 等 于 ,我 们 证 明了 第 一 个 恒等式 : 
Te = X». (4) 
k21 n>0 
进一步 , 从 以 上 分 析 中 还 可 看 出 因 式 + 对 应 的 是 大 对 的 
分 拆 的 贡献 . 于 是 , 假如 从 (4) 左 端的 乘积 中 忽略 二 ,那么 上 将 不 
会 在 右 端的 任意 分 拆 中 出 现 . 作为 例子 我 们 马上 就 得 到 
1 n 
6=5+1 E = >》 po(n) x › (5) 
i21 n>0 
6-343 


6=3+1+1+1 
6=1+1+1+1+1+1 


把 6 分 拆 为 奇数 项 : po(6) = 4 


7=7 

7=5+1+1 

7=3+3 +1 
7=3+1+1+1 +1 
T=14+1+1+1+4 FELD 
7=7 

7=6+1 

7-542 

7-443 

7 一 4 十 2 十 1 


7 分 别 分 拆 成 全 奇 或 互 异 的 部 分 : 


Po(7) = pa(7) = 5. 


其 中 poln) 是 n 的 所 有 项 都 是 奇数 的 分 拆 数 . 类 似 地 , 也 可 得 到 所 
有 项 都 是 偶数 的 命题 . 

至 此 , ХЭН To (1 +2") 中 nn 次 项 的 系数 是 什么 应 该 清楚 了 . 
因为 (3) 中 的 每 个 因子 或 者 取 1 或 者 取 zk, 这 意味 着 我 们 考虑 的 只 
是 每 个 下 出 现 至 多 一 次 的 分 拆 . 换 句 话说 , 原来 的 乘积 (1) 展开 为 

TIa+z9 = Урап) 2", (6) 
k21 n>0 
其 中 pa(n) Ж п HIE EES 


现在 形式 级 数 的 方法 展现 了 充分 的 威力 . 由 1 一 z? = (1- z)(1 
т), 可 以 写 


[Ja+2) = [I аа = П ser 

k21 k21 1-z iot f 
因为 所 有 偶 寡 次 的 因 式 1 — z2 都 消 掉 了 . 所 以 , (5) 和 (6) 中 的 无 穷 
乘积 是 同一 个 , 于 是 级 数 也 相同 , 从 而 得 到 美妙 结果 


对 所 有 的 n > 0. (7) 


Po (n) = pa(n) 


$293 ”恒等式 与 双 身 4n 


如 此 惊人 的 等 式 要 求 简单 的 双 射 证 明 一 一 至 少 从 任何 组 合 学 
家 的 眼光 看 是 这 样 . 
问题 . 设 P(n) 和 Pin) 分 别 是 将 n 分 为 全 是 奇数 项 和 全 是 相 措 项 
的 分 拆 : 找到 从 P,(n) 到 Pi(n) 的 一 个 双 射 ! 


已 知 的 双 射 有 一 些 , 但 下 面 这 个 属于 工 W. L. Glaisher (1907) 的 
可 能 是 最 简洁 的 . 令 入 为 n 的 一 个 只 有 奇数 项 的 分 拆 . 合并 相同 的 
项 , 得 


n Ar + +А + Ag+ ss FAQ + HAH HN 
kere ea mm — سسس‎ 


nı n2 ти 


пу, Ay +n- Àa т А. 


写 出 二 进 制 表示 n; = 27" +22 +... + 277, 类 似 地 处 理 其 他 的 ni. 
新 的 m 的 分 拆 X 就 是 


М: n2 271, 4-272), 4-277 2594 °. 


我 们 需要 验证 N 在 Ру(п) EMIR ¢: A А 确实 是 双 射 . 二 
者 都 很 容易 验证 : 车 22A; = 25А, 则 由 入 和 A; 都 是 奇数 有 2° = 2^, 
从 而 А; = Hj. 因此 和 属于 Pi(n). RZ, n= ш +u +: hs te 
各 项 互 异 的 分 拆 , 可 通过 合并 2 RVC AAT uu, 再 把 奇 
数 写 上 正确 的 重 数 ,就 逆 回 去 了 . 边 白 展示 了 一 个 例子 . 


于 是 , 我 们 运用 形式 级 数 引出 分 拆 的 等 式 po(n) = pa(n). 随后 
用 双 射 来 验证 . 现在 我 们 反 过 来 , 先 给 出 分 拆 的 双 射 证 明 再 推出 恒 
等 式 . 这 次 我 们 的 目标 是 认 清 展开 式 (2) 的 规律 . 

考察 
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1-2-2? +15 ”ےم‎ —т!®—х!5+хт?%+хт?%%—т%5 —т10-+.... 


指数 (除了 第 一 个 0) 似乎 是 成 对 出 现 的 , 而 取 每 个 对 里 的 第 一 个 指 
数 则 给 出 数列 


1 5.12 22 35 51 70 


众所周知 , 这 些 数 与 Euler 有 关 . 它们 就 是 五 角形 数 (j), 其 名 字 来 
源 参 看 边 图 . 

容易 算得 fj) = É 以 及 关于 每 一 对 里 的 另 一 个 有 JG) = 
3i. 总 结 一 下 , 正如 Euler 所 做 的 ,我们 猜想 下 面 的 公式 成 立 . 


例如 ， 
А : 25 = 5 二 5 二 5 十 3 十 3 十 1 十 1 十 1 二 1 
被 少 映 到 
№ : 25 = (2+1)5 + (2)3 + (4)1 
二 10 十 5 十 6 十 4 
二 10 十 6 十 5 十 4. 


写 
入 :30=12 十 6 十 5 十 4 十 3 
X 30=4(3+1) 十 2(3) + 1(5+3) 
= (1)5 + (4+2+1)3 + (4)1 
FEBS 671 (A): 
入 ;30=5 十 3 十 3 十 3 十 3 十 3 十 3 十 
3+1+1+1+1 
只 有 奇数 项 . 


五 角形 数 


N 


E 
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Euler 通过 计算 形式 级 数 证 明了 这 一 惊人 事实 , 但 我 们 给 出 一 个 
双 射 的 天 书证 明 . 首先 , 注意 到 由 (4) FEAR TT,» (1 — 2^) 恰好 是 分 拆 
级 数 Lazo р(т)т" їй. 因此 ， 置 IL: чә т^) =: Lavo c(n)z", 则 
发 现 


(Do na"). (X pne") = 1. 
| n>0 n>0 
比较 系数 , 则 c(n) 是 唯一 的 序列 满足 c(0) = 1 与 


So -k) = 0 ”对 所 有 的 n>1. (9) 


k=0 


将 (8) 的 右 端 写作 $ (r, fe TIEREN 
ў=—оо 


1 对 k = 355; e z JU 
ck) = 4-1 对 k = 272, 4j eZ EAM, 
о 其 他 情况 . 


给 出 了 这 个 唯一 的 数列 . XE j € 2, ЖЫ) = H 并 代入 (9), 我 们 
的 猜想 简化 为 


Уп) = Yl»n-bG) HAAN n. 
ГЕ] j ne 


当然 我 们 只 须 考虑 使 得 DU) < n 的 j. 于 是 舞台 措 好 了 : 我 们 必须 
RAI | 


Ф: Рт) 一 U P(n- 90). 
j A j Nê 


人 们 提出 了 好 几 个 双 射 ,但 下 面 这 个 由 David Bressoud 和 Doron Zeil- 
berger 给 出 的 构造 简单 得 令 人 惊讶 . 我 们 只 给 出 o 的 定义 (其 事实 
上 是 个 对 合 ), 请 读者 自行 验证 那些 简单 的 细节  “ 


$293 恒等式 与 双 射 


XHA: Ai ++ A EP(n 一 6(7)), 置 


(8 十 37 一 1) 十 (和 1 一 1) 十 …: 十 (和 A 一 1) 当 t 十 37 >A, 


(Xz 二 了) 二 … 十 (和 十 1) 十 1 十 … 十 1 4t+37<A1, 
Ai—t—3j-1 
以 上 忽略 可 能 存在 的 那些 0. 可 以 验证 第 一 种 情况 下 Ф(А) 在 P(n 一 
b(j — 1)) 里 ,而 第 二 种 情况 下 在 P(n — b(j + 1)) 里 面 . 


这 真是 优美 , 而 我 们 还 能 从 中 得 到 更 多 . 前 面 已 经 知道 
[]@+2*) = Y palin). 


k>1 n>0 
有 经 验 的 形式 级 数 处 理 者 会 引入 新 的 变量 y, 然 后 得 到 
TIG+yz*) = So pam(n)a"y™, 


k>1 п20 
其 中 pas (п) 计数 n 的 有 恰好 m 个 互 异 的 项 的 分 拆 数 . 当 y = -1 
时 这 给 出 


Ца-*) = X (Eiln) O4(n)) =", (10) 
k21 n>0 
其 中 Eu(n) È п 的 全 为 偶数 的 互 异 项 的 分 拆 数 , 而 Oln) 是 全 为 奇 
数 的 分 拆 数 . 点 睛 之 笔 来 了 . 比较 (10) 和 (8) 中 的 Euler FEF, 我 们 
得 到 美妙 的 结果 


1 对 n = 3524 当 ; > 0 为 偶数 ， 
Ел(п) – Ол(п) = 4-1 对 n = Ad 当 j > 1 为 奇数 ， 


о 其 他 情况 . 


当然 , 这 只 是 一 个 更 长 、 仍 在 进行 中 的 故事 的 开端 . 无 穷 乘积 
的 理论 中 充满 了 意料 之 外 的 恒等式 , 以 及 它们 通过 双 射 对 应 的 对 象 . 
最 著名 的 例子 是 所 谓 的 Rogers-Ramanujan 恒等式 , 它 根据 Leonard 
Rogers 和 Srinivasa Ramanujan 命名 , 在 其 中 数字 5 起 了 神秘 作用 : 
1 т" 
qnn 


1 


k21 


作为 例子 考虑 п = 15, j = 2, F 
JÈ b(2) = 7. Р(15 — b(2)) = P(8) 里 
的 分 拆 3 十 2 十 2 十 1 被 映射 到 9 十 2 十 
1 十 1, 这 是 在 P(15 — b(1)) = P(13) 
li. 


当 = 10 时 的 一 个 例子 : 
10=9+1 

10=8+2 

10=7+3 

10=6+4 
10=4+3+2+1 

及 

10 = 10 

10= 7+2+1 
10=6+3 +1 

10 = 5+4 +1 
10=5+3 +2, 

故 E4(10) = Oa(10) = 5. 
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我 们 邀请 读者 来 将 它们 表达 成 下 面 的 分 拆 恒等式 , 这 是 由 Percy MacMa- 
hon 首先 注意 到 的 : 
e A fin) 为 的 所 有 项 都 形 如 5k 十 1 或 四 十 4 的 分 拆 数 ,g(n) 为 
任意 两 项 相差 至 少 为 2 的 分 拆 数 , 则 f(n) = g(n). 
e S rin) 为 的 所 有 项 都 形 如 5k 十 2 或 5k 十 3 的 分 拆 数 , s(n) 为 
任意 两 项 相差 至 少 为 2 并 且 不 含 项 1 的 分 拆 数 , 则 7(n) = s(n). 
所 有 已 知 的 Rogers-Ramanujan 恒等式 的 形式 级 数 证 明 都 相当 复 
ЯК. 在 很 长 的 时 期 内 , f(n) = g(n) 和 rin) = s(n) 的 双 射 证 明 似乎 
无 迹 可 寻 ; 这 样 的 证 明 终于 在 1981 年 由 Adriano Garsia 和 Stephen 
Milne 给 出 . 然而 , 它们 的 双 射 非常 复杂 一 一 天 书证 明 还 看 不 到 踪 
影 . 
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平面 图 的 五 色 问题 


在 图 论 建立 之 初 ,平面 图 以 及 它们 的 着 色 问 题 就 成 为 研究 的 热 
点 , 这 是 因为 它们 和 四 色 问 题 有 着 密切 的 联系 . 最 初 的 四 色 问 题 是 : 
是 否 总 可 以 用 四 种 颜色 着 色 平 面 图 的 区 域 , 使 得 图 中 共 边 的 区 域 (不 
仅仅 是 一 个 点 ) 有 不 同 的 颜色 . 右 图 表明 着 色 图 的 区 域 等 价 于 着 色 
平面 图 的 顶点 . 如 第 11 章 所 讲 , 将 一 项 点 放 和 人 每 个 区 域 的 内 部 ( 包 
含 外 面 的 区 域 ) , 然后 将 相 邻 区 域 中 的 两 个 顶点 连接 起 来 , 且 连 线 要 
通过 公共 边 . 

这 样 生成 的 图 G 是 M 的 对 偶 图 , 它 是 一 个 平面 图 , 且 一 般 意义 
下 着 色 G 的 顶点 相当 于 着 色 M 的 区 域 . 因此 我 们 只 需 研究 顶点 的 
着 色 问 题 . 我 们 可 以 假设 图 G 没有 自 环 和 重 边 , 因为 这 两 个 概念 与 
着 色 无 关 . 

在 漫长 且 艰 辛 尝试 证 明 四 色 问 题 的 历史 中 , 有 许多 非常 接近 的 
结果 ,但 是 最 终 成 功 的 是 Appel-Haken 在 1976 年 的 证 明和 Robertson, 
Sanders, Seymour 和 Thomas 在 1997 年 运用 古老 组 合 思 想 的 证 明 (可 
以 追溯 到 19 世纪 ) 以 及 最 新 的 用 现代 计算 机 的 证 明 . 原始 证 明 问 
世 25 年 以 来 , 并 没有 得 到 明显 的 改进 . 

因此 让 我 们 退 一 步 想 , 是 否 存在 一 个 简洁 的 证 明 可 以 说 明 任何 
平面 图 可 以 五 着 色 . 在 上 个 世纪 初 , Heawood 给 出 了 这 个 定理 的 证 
Hj. 他 的 证 明 中 运用 到 的 基本 工具 (事实 上 在 四 色 定 理 中 也 用 到 
T) 是 Euler 公式 (ЖЯ; 11 章 ) . 显然 , 当 给 G 着 色 时 , 我 们 可 以 假 
设 G 是 连通 的 , 因为 我 们 可 以 分 别 着 色 连 通 块 . 一 个 平面 图 将 平面 
HRRK (包含 最 外 面 的 区 域 ) . Euler 公式 表明 对 于 任何 连通 
平面 图 G = (У, E), 我 们 有 


IV| — |E| + IR] = 2. 


作为 一 个 热身 , 我 们 先 看 看 如 何 运 用 Euler 公式 去 证 明 每 个 图 都 可 
以 六 着 色 . 我 们 对 顶点 数 п 进行 归纳 . 对 于 比较 小 的 元 (特别 地 对 
F n < 6) 这 是 很 显然 的 . 

从 第 11 章 命题 的 (А) 部 分 我 们 知道 G 有 一 个 度数 至 多 为 5 的 


图 的 对 偶 图 


这 个 平面 图 有 8 个 顶点 , 13 条 边 以 
及 7 个 区 域 . 


近似 三 角 剖 分 平面 图 


图 论 


顶点 v. MEX: v 以 及 和 它 相 连 的 所 有 边 , 则 得 到 顶点 数 为 n 一 1 的 平 
面 图 G' = G\v, 根据 归纳 法 , 它 可 以 被 六 着 色 . 因为 ve С 中 至 多 
有 5 个 邻 点 ,所 以 在 图 G' 中 至 多 用 五 种 颜色 来 着 色 这 些 邻 点 . 如 果 
我 们 可 以 用 在 图 G' 中 没有 用 来 着 色 v 的 邻 点 的 颜色 来 着 色 v, 这 样 
我 们 将 C 的 六 色 方 案 扩 充 成 С 的 六 色 方 案 , 


现在 让 我 们 来 看 看 平面 图 的 列表 色 数 ,我 们 已 经 在 Dinitz 问题 
那 章 讨论 过 这 个 问题 了 . 显然 地 , 六 色 问 题 的 方法 也 可 以 用 到 列表 
ERE (同样 ,我 们 不 会 用 完 颜色 ) , 因此 对 每 个 平面 图 G 有 x,(G) < 
6 IRSZ. 1979 年 , Erdós, Rubin 和 Taylor 猜想 所 有 的 平面 图 的 列表 色 
数 最 多 是 5, 且 存 在 列表 色 数 满足 x,(G) > 4 的 平面 图 С. 他 们 的 猜 
想 都 是 对 的 . Margit Voigt 第 一 次 构造 了 一 个 列表 色 数 为 x,(G) = 5 
的 平面 图 G (她 所 举 的 例子 含有 238 个 顶点 ), 上 且 几 乎 在 同一 样 时 
间 Carsten Thomassen 给 出 了 一 个 关于 五 列表 着 色 猜 想 的 绝妙 证 明 . 
他 的 证 明 也 生动 地 告诉 了 我 们 : 当 你 发 现 正确 的 归纳 假设 之 后 你 就 
知道 该 怎么 做 了 . 他 的 这 个 证 明 没有 运用 到 Euler 公式 ! 


ЖЕ. 所 有 平面 图 G 可 以 五 列表 着 色 , 即 : 


Xe(G) <5. 


wm 证 明 . 首先 注意 到 增加 边 只 会 增加 图 的 色 数 ,换言之 , 如 果 H 
是 С 的 子 图 , WEE X (H) < x,(G). 因此 我 们 可 以 假设 С 是 连通 的 
且 所 有 嵌入 平面 的 边界 都 是 三 角形 . 我 们 称 这 样 的 图 为 近似 三 角 剖 
分 平面 图 . 由 这 个 定理 关于 近似 三 角 襄 分 平面 图 的 证 明 可 以 建立 这 
个 定理 关于 所 有 平面 图 的 证 明 . 
证 明 这 个 定理 的 穿 门 就 是 证 明 以 下 非常 强 的 陈述 (我 们 将 用 归 
纳 法 证 明 ) : 
+ С = (У,Е) 是 一 个 近似 三 角 庆 分 图 , B 是 最 外 面 区 域 的 
边界 . 我 们 在 颜色 集 C(v), v e WV 上 作 如 下 假设 : 
(1) B 中 两 个 相 邻 的 顶点 х,у LER ET FAH ê а 
fe B. 
(2) 对 于 任意 B PMMA v A |С(ь)| > 3. 
(3) 对 于 任意 内 顶点 有 |C(v)| > 5. 
则 通过 从 颜色 列表 中 选择 颜色 , TA T y 的 着 色 扩 充 成 С 
的 一 个 正常 着 色 , 特别 地 , X (G) < 5. 


第 30 章 平面 图 的 五 色 问 题 


对 于 |V| = 3 这 是 显然 的 , 因为 对 于 唯一 没有 着 色 的 项 点 "我 
们 有 |C(v)| > 3, 因此 存在 可 用 的 颜色 . 现在 我 们 采用 归纳 法 . p 


情形 1. 设 B 有 一 条 连接 两 顶点 u,v € B MFA, 它 并 不 在 B 中. 由 
归纳 假设 , 被 Bi U (uv) 包围 且 包 含 顶点 m, y u Av 的 子 图 Gi 是 у 
近似 三 角 剂 分 的 , 因此 是 可 以 被 五 着 色 的 . 设 在 这 个 着 色 方 案 中 顶 
点 4 和 w 得 到 的 颜色 是 和 5. 现在 让 我 们 看 看 被 Ba 和 wv 包围 的 Á 
底下 部 分 Go. 考虑 到 u, v 是 被 先 着 色 的 , 则 我 们 知道 Со 也 满足 归 
纳 假设 . 因此 Go 存在 五 列表 着 色 , 故 С 也 是 . 
情形 2. 假设 B 没有 弦 . 设 vo 是 位 于 В 上 被 着 成 a 色 的 顶点 z 的 Ba 
另 一 侧 的 顶点 , cv оо 是 vo 的 邻 点 . 因为 G 是 近似 三 角 剂 
分 的 , 故我 们 得 到 如 图 所 示 的 情形 . 

通过 从 С 删 去 顶点 wo 以 及 所 有 与 其 相连 的 边 , 我 们 构造 了 近 
MEARE G = Сүр. G! 有 外 边界 B' = (B\vo) U (0, , ve}. vo 
根据 假设 (2) 有 |C(uo)| 2 3, 我 们 知道 C(vo) 中 存在 两 个 不 同 于 a KA x(a) 
的 颜色 у 和 0, MERIH Cr): 5} 去 替代 每 个 Cloi), 并 且 保 AN, y(8) 
FF G' 中 其 他 顶点 的 着 色 方 案 . 则 G' 显然 满足 所 有 假设 且 根 据 归 纳 
假设 它 存在 五 列表 着 色 . 为 vo 着 上 不 同 于 颜色 w 的 颜色 у 或 者 ô, 
这 样 我 们 就 可 以 把 G" 的 列表 着 色 扩 充 到 整个 G 上. п 


这 样 我 们 就 证 明了 五 列表 着 色 定 理 . 但 是 , 故事 并 没有 完 . 一 个 B 
更 强 的 猜测 声称 : 一 个 平面 图 G 的 列表 着 色 的 色 数 最 多 比 其 一 般 
着 色 的 色 数 多 1. 

对 于 任意 平面 图 G 是 否 有 xj(G) < (С) +1? 
因为 根据 四 色 定 理 x(G) < 4, 我 们 得 到 以 下 三 种 情形 : 
情形 I: x(G)-2-— x,(G) <3 
HM: x(G) =3 = x,(G) «4 a 
ШЕШ: x(G) =4 = x,(G) <5. A 
Thomassen 的 结果 解决 了 情形 Ш, Alon 和 Tarsi 巧妙 地 (HEEE (HEAL 052,34) 
ЯК) 证 明了 情形 I 更 进一步 ,存在 x(G) = 2 和 x,(G) = 3 的 图 G, 例 г 
如 在 前 面 关 于 Diniz 的 问题 的 那 一 章 所 提 到 的 图 Kaa. (a, 8,1, na. 8,1,2} 


关于 情形 nue 这 个 猜测 是 不 对 的 : 基于 早期 由 Shai Gutner 
构造 的 一 个 图 , Margit Voigt 第 一 次 证 明了 这 个 结论 . Shai Gutner 用 
如 下 方法 构造 了 这 个 具有 130 个 顶点 的 图 . 首先 让 我 们 看 看 如 图 ГА 
所 示 的 “ 双 八 面体 ”, 它 显然 可 以 被 三 着 色 . 4a є {5,6,7,8 8 є 4234 y {8,1,3,4} 
{9, 10, 11,12}, 且 考虑 如 图 所 示 的 列表 . 你 可 以 证 明 用 这 些 列表 去 着 | 
色 该 图 是 不 可 能 的 : 现在 我 们 将 这 个 图 复制 16 倍 , 把 所 有 项 部 的 B 
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顶点 和 底部 的 顶点 看 成 一 样 的 . 这 样 我 们 得 到 16 .8 + 2 = 130 个 
顶点 的 平面 图 , 它 仍 是 三 着 色 图 . 我 们 把 (5,6, 7,8} 分 配给 顶部 的 
顶点 , {9, 10,11,12} 分 配给 底部 的 顶点 , 16 对 (a, 8) (a € {5,6,7,8}, 
8 € {9,10,11,12》 分 配给 内 部 的 项 点 . 对 于 a 和 8 的 每 个 选择 , 我 
们 得 到 如 图 的 一 个 子 图 , 而 且 整 个 大 图 的 列表 着 色 是 不 可 能 的 . 

通过 修改 Gutner 的 男 一 个 例子 , Voigt 和 Wirth 得 到 一 个 更 小 的 
图 , 它 有 75 个 顶点 ,x = 3, x, = 5, 而 且 其 最 小 列表 着 色 是 5. 现在 
的 纪录 是 63 个 顶点 . 
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博物 馆 的 保安 


1973 年 , Victor Klee 提出 了 一 个 非常 吸引 人 的 问题 . 假设 一 个 博 
物 馆 的 经 理想 确保 任何 时 刻 博物 馆 的 每 个 地 方 都 可 被 一 名 保安 观 
察 到 . 如 果 保 安 在 固 定 的 位 置 上 , 且 他 们 可 以 转动 , 那么 这 个 博物 馆 
总 共 需 要 多 少 保安 呢 ? 

我 们 将 博物 馆 的 墙 画 成 具有 nn 个 顶点 的 多 边 形 . 当然 , 如 果 这 
个 多 边 形 是 凸 的 , 那么 一 个 保安 就 够 了 . 事实 上 , 保安 驻扎 在 任何 一 
个 位 置 都 可 以 , 但 是 一 般 情 况 下 , 展览 馆 的 墙 可 以 是 任何 形状 的 闭 
多 边 形 . 


如 边 图 所 示 , 考虑 一 个 墙 数 为 n = 3m 梳子 形 博 物 馆 ， 易 见 ， 
这 个 博物 馆 至 少 需要 т = # 个 保安 . FRE, KF n 面 墙 . 现在 
点 1 只 能 被 安置 在 包含 1 的 阴影 三 角形 内 的 保安 观察 到 , 对 于 其 他 
点 2,3,.… m 有 类 似 的 情况 . 因为 所 有 三 角形 都 是 不 相交 的 , 故我 
们 得 到 结论 : 这 个 博物 馆 至 少 需 要 m 个 保安 . 但 是 m 个 保安 足够 


-个 凸 的 展览 馆 


一 个 现实 生活 中 的 美术 馆 … 


АЖ п = 12 面 墙 的 博物 馆 


博物 馆 的 一 个 三 角 剖 分 


图 论 


T, 因为 他 们 被 安排 在 三 角形 的 顶部 的 边 上 . 去 掉 最 后 的 一 或 两 面 
墙 ,我 们 得 到 对 于 任意 存在 一 个 需要 18 | MRE п 面 墙 博物 馆 . 


以 下 的 结果 陈述 了 这 是 最 坏 的 情况 . 


| 定理 . 对 于 任意 一 个 有 n 面 墙 的 博物 馆 , | 号 | 个 保安 就 足够 了 . 


这 个 “美术 馆 定理 ”首先 是 被 Vasek Chvátal 用 一 个 非常 聪明 的 
论证 证 明 的 ,但 是 这 里 给 出 的 Steve Fisk 的 证 明 实 在 是 漂亮 . 


эй. P, 让 我 们 在 拐角 处 画 п — 3 条 不 交叉 的 对 角 线 直到 博 
物 馆 被 三 角 剖 分 . 例如 ,我们 可 以 在 图 中 画 9 条 对 角 线 来 产生 一 个 
三 角 前 分 . 本 证 明 与 三 角 剖 分 的 选择 无 关 . 现在 让 我 们 考虑 一 个 新 
图 : 这 个 新 图 以 拐角 为 顶点 , 墙 和 对 角 线 为 边 的 一 个 平面 图 

断言 . 这 个 图 可 以 三 着 色 . 

XI n = 3, 这 个 结论 是 显然 的 . 现在 对 п > 3 选择 被 对 角 线 连 
接 的 两 个 项 点 和 vw. 这 个 对 角 线 可 以 将 图 分 成 包含 边 uv 的 两 个 小 
三 角 剖 分 图 . 根据 归纳 假设 , 我 们 将 每 部 分 三 着 色 , 且 我 们 可 以 将 u 
着 成 颜色 1,v 着 成 颜色 2. 将 这 两 个 着 色 方案 联合 起 来 ,就 可 以 得 到 
整个 图 的 一 个 三 着 色 方案 , 

剩 下 的 部 分 就 比较 简单 了 . 因为 有 郊 个 顶点 , 至 少 有 一 族 由 着 
相同 颜色 的 顶点 构成 的 顶点 类 , 比如 说 被 着 成 颜色 1 的 顶点 类 , 包 
BES || 个 顶点 , 我 们 就 在 这 些 地 方 安排 保安 . 因为 每 个 三 角形 
都 包含 一 个 着 成 颜色 1 的 顶点 ,我 们 知道 每 个 三 角形 都 被 守卫 着 ,办 
此 整个 博物 馆 也 被 守卫 着 。 | n 


聪明 的 读者 也 许 会 发 现 我 们 论证 过 程 中 有 二 个 微妙 的 地 方 : 是 
否 总 是 存在 这 样 一 个 三 角 痢 分 呢 7 天 概 每 个 人 的 第 一 反应 都 是 : 显 
然 存在 啊 ! 是 的 , 这 是 存在 的 , 但 是 完全 不 是 显而易见 的 , 且 事 实 上 ， 
这 个 事实 不 能 推广 到 三 维 情形 (分 成 两 个 四 面体 )! 这 个 可 以 从 边 图 
所 示 的 Schinhardt 多 面体 看 出 来 . 边 图 是 将 一 个 三 角楼 柱 绕 顶 部 三 
角形 旋转 而 得 到 的 , 但 是 每 个 四 边 形 的 面 被 分 成 拥有 非 凸 边 的 两 个 
三 角形 . 试 着 三 角 痢 分 这 个 多 面体 ! 你 会 发 现任 何 包含 底部 三 角形 
的 四 面体 一 定 包 含 顶 部 的 三 个 顶点 中 的 一 个 : 但 是 所 得 到 的 四 面体 
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不 会 被 包含 在 Schónhardt 多 面体 中 . 因此 , 如 果 没 有 附加 的 顶点 , 就 
AEE = FA ASP. 

为 了 证 明 平面 非 凸 多 边 形 存在 一 个 三 角 痢 分 , 我 们 对 顶点 数 nn 
进行 归纳 . 对 于 n = 3 的 情形 是 显而易见 的 . & n > 4, 根据 归纳 法 ， 
我 们 只 需要 找到 将 多 边 形 已 分 成 两 部 分 的 一 条 对 角 线 , 使 得 多 边 形 
的 三 角 齐 分 是 由 其 部 分 的 三 角 齐 分 粘 合 而 成 . 

如 果 顶 点 А 的 内 角 是 小 于 180° 的 , 则 称 顶 点 4 Je vh. 因为 P 
的 所 有 内 角 之 和 是 (n 一 2)180°, 所 以 PP 存 在 一 个 凸 顶点 А. 事实 上 ， 
至 少 存在 三 个 凸 顶点 : 本 质 上 这 是 铀 笼 原理 的 一 个 应 用 ! 或 者 你 可 
以 考虑 多 边 形 的 凸 包 , 上 且 注 意 到 它 的 所 有 上 西 顶点 对 于 原始 多 边 形 也 
是 凸 的 . 

现在 我 们 考虑 4 的 两 个 相 邻 顶点 BA C. 如 果 线 段 BC 都 在 Р 
E, 则 这 就 是 我 们 的 对 角 线 . 如 果 不 是 , 则 三 角形 ABC 包含 其 他 顶 
点 .将 BC 滑 向 A ABE E ABC 中 的 最 后 一 个 顶点 Z. 现在 AZ 
是 在 尸 里 ,所 以 我 们 得 到 一 条 对 角 线 . 


现在 存在 许多 关于 美术 馆 定理 的 不 同 变形 . 例如 , 我 们 可 能 只 
须 守 卫 墙 壁 (因为 , 那 是 挂 画 的 地 方 ) , 或 者 保安 都 被 安置 在 顶点 上 . 
如 下 是 一 个 特别 好 的 (未 解决 ) 的 变形 : 

假设 每 个 保安 只 需 巡 轴 博 物 馆 的 一 面 墙 , 因此 他 沿 着 这 面 墙 

走 并 且 可 以 看 到 从 墙 上 任何 一 点 能 够 看 到 的 任何 事情 . 

我 们 需要 多 少 个 这 样 的 “ 墙 保安 ”来 维持 秩序 呢 ? 

Godfried Toussaint 构造 了 一 个 如 图 所 示 博 物 馆 , 这 个 博物 馆 需 
要 2] 个 墙 保安 . 

这 个 多 边 形 有 28 条 边 (一 般 地 设 为 Am 条 边 ) , 请 读者 证 明 这 样 
的 情形 需要 m 个 墙 保安 . 有 猜测 说 除了 一 些 很 小 的 值 zy 这 个 数 也 
是 足够 的 , 但 这 个 猜测 还 没有 得 到 证 实 . 
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Turan 的 图 定理 第 32 жә 


图 论 中 最 基本 的 定理 之 一 是 1941 由 Turán 发 现 的 一 个 定理 , 它 
开启 了 极 图 理论 的 研究 . Turán 的 定理 被 多 次 重新 发 现 有 许多 证 明 
方法 . 本 章 中 , 我 们 将 讨论 其 中 的 五 个 , 请 读者 判断 哪个 证 明 属于 数 
学 天 书 . 

让 我 们 先 固定 一 些 符号 . 我 们 考虑 顶点 集 V = (vi, ,ww} 和 
WH 马上 的 简单 图 С. ШЖ ъъ, e E 则 称 w 和 v; 是 相 邻 的 . 如 
果 G 中 的 一 个 p- 团 是 p 个 顶点 的 完全 子 图 , 则 标记 它 为 Kp. Paul 
Turán 提出 了 以 下 问题 : 


| 设 G 是 一 个 简单 图 且 不 包含 p- A, 则 G 最 多 有 几 条 边 ? 


Paul Turán 


我 们 把 V 分 成 p — 1 对 互 不 相交 的 子 集 V = И.О, 
IV] = ni n = nini 并 将 从 属于 不 同 的 Vi, у; 中 的 顶点 连接 
起 来 , 从 而 得 到 这 样 的 子 图 的 例子 . 我 们 记得 到 的 图 为 K;,.…. np. 
EA Dic; nny 条 边 . WIE п, 如 果 我 们 尽 可 能 地 将 n 分 成 差不多 
大 小 的 т, 即 对 于 任意 i 计 7 有 |ni — т < 1, 我们 将 得 到 这 类 图 中 最 
大 的 边 数 . 事实 上 , 假设 ni > по +2. 将 V 中 的 一 个 顶点 放 到 V 
中 , 我 们 得 到 边 数 比 图 天 non, # (ni — (na + 1) — mima = 
ni ~ na 一 1 之 1 的 图 Ks, niis, a 我 们 称 满足 |n; 一 nj| < 1 
的 图 Kony np) 为 Turdn 图 . 特别 地 , 如 果 n 被 分 成 p 一 1 份 , 则 我 们 
可 以 对 所 有 的 i 令 ты = -三 ,从 而 得 到 Fi Ko 


»« 


p-1 n \2 1. Am? 
(^2 G3' = 0-45 
条 边 . Turán 的 定理 表明 这 个 数 是 任意 无 产 团 的 m 顶点 图 的 边 数 的 
ا‎ AI 
定理 . 如 果 有 具有 n 个 顶点 的 图 С = (V, E) ЖЖ p- AE p 2 2, N) 


|E| < (- 2)5- (1) 


A 
awa 
B 
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X p = 2 时 这 是 显而易见 的 . 我 们 感 兴趣 的 第 一 个 数 是 p = 3, 
在 这 种 情况 下 , 定理 表明 不 含 三 角形 的 n 顶点 图 的 边 数 最 多 是 =. 
在 Turin 的 结果 之 前 , 这 个 特殊 情况 已 经 被 证 明 . 第 17 章 讲 了 两 个 
运用 不 等 式 的 漂亮 证 明 . 

现在 我 们 来 看 看 一 般 情 形 . 首先 , 我们 介绍 分 别 由 Turan 和 Erdős 
给 出 的 基于 归纳 法 的 两 个 证 明 . 


ш 第 一 个 证 明 ， 我 们 对 n 进行 归纳 . 很 容易 验证 当 n < р], (1) 
成 立 . ^ G 为 点 集 V = (vovv) 上 包含 最 多 边 的 无 p- 团 图 
Н п >р. С ЖЮ (р – 1)- A, 否则 我 们 可 以 加 入 一 些 边 . 设 А 
是 一 个 (р — 1)- Hl, HORE B:= VM. 

4 包含 (P7) 条 边 , 且 现 在 我 们 估计 В PAK en WR A Al В 
之 间 的 边 数 ea p. 根据 归纳 法 , 我 人 有 ep < $(1— 57) (п -р+1)2, 
因为 G 没有 p- И, Sv; € B 最 多 与 AF p 一 2 个 顶点 相连 ,我 们 
Ai eap < (p —2)(n — р+ 1). 综合 起 来 , 我 们 得 到 


m< (251) (= sy) r0 3)8- 0*1. 


右边 恰好 是 (1 - з). а 


ш 第 二 个 证 明 . 这 个 证 明 充 分 利用 了 Turán 图 的 结构 . 4 v, € V 
是 度数 最 大 的 顶点 , Вр din = тах << dj. 用 S 表示 由 wm 的 邻 点 
构成 的 集合 , |5] = dn, HS T := VAS. 由 于 С 中 没有 p- Й, A um 
是 与 S 中 的 所 有 点 相 邻 的 , 我 们 知道 S 中 没有 (р — 1)- HH. 
现在 我 们 在 V 上 构造 图 Н 如 图 所 示 ) . Н 对 应 着 S 上 的 С 
且 包 括 s 与 全 之 间 的 所 有 边 ;但 不 包含 卫 中 的 边 . MAS, TÈ Н 
中 的 独立 集 , 我 们 得 到 结论 : H 中 也 没有 p- ИІ. Ur d Жн PT 
оу ЕЖ. ШЖ оу e S, 则 我 们 根据 Н 的 构造 可 以 知道 4 > dj, 
且 对 于 оу € T, 通过 о, HARRA d) = |5| = dm > dj. 我 
们 推断 出 | 至 (五 )| > |Е|, 且 在 所 有 具有 最 大 边 数 的 图 中 一 定 存在 
具有 н 形式 的 图 . 根据 归纳 法 , HS 诱导 的 图 至 多 和 S 上 的 一 
个 合适 的 Kay nyo 图 具有 相同 的 边 数 . 因此 由 |Е| < |Е(Н)| < 
E(Ks, inp) 和 Np-1 = ITI, 我 们 推断 出 (1). п 


接 下 来 的 两 个 证 明 与 上 述 证 明 具有 不 同 的 性 质 , 它们 运用 了 最 
大 值 论 证 和 概率 论 中 的 思想 . Motzkin 和 Straus 以 及 Alon 和 Spencer 
分 别 得 到 了 这 个 证 明 . 
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图 第 三 个 证 明 ， 考 虑 顶点 上 的 概率 分 布 w= (w, us), 即 给 项 ر‎ 
Hî i SPEEA Ул. w = 1 的 数值 wi > 0. 我 们 的 目标 是 极 大 Ж 
化 如 下 函数 : 
f(w) = Y шш. 
vj EE 

考虑 也 是 任意 分 布 , 令 v; 和 wj 是 分 别 具 有 正 权重 wi 和 wi 的 一 对 
不 相 邻 的 点 . 令 5; 是 v, 所 有 相 邻 项 点 的 权重 之 和 , 类 似 定义 s), A 
我 们 可 以 假设 s; > sj. 现在 我 们 将 v; 的 权重 给 vi BU v, 的 新 权重 
是 иң + wj, 同时 v; 的 权重 是 0. 对 于 这 个 新 的 概率 分 布 w^ 我 们 有 : 


f(w') = f(w) + wjs; —wjs; 2 f(w). 


我 们 重复 这 个 过 程 每 步 减 少 一 个 具有 正 权 重 的 顶点 ) 直到 没有 两 
个 不 相 邻 的 正 权重 顶点. 因此 我 们 得 出 结论 , 最 优 分 布 是 所 有 非 零 
权重 都 限制 在 一 个 团 上 (例如 大 - A) 的 分 布 .现在 如 果 有 wi > wa > 0，“ 移 动 重 物 " 
则 选择 满足 0 < e < wy —we AY e FOR w ER w — е, wa BIR wa te. 

新 得 到 的 分 布 w 满足 f(w’) = f(w) + (wi — wa) — е2 > f(w), 从 

而 我 们 可 以 推断 出 f(w) 的 最 大 值 是 在 w; = 1 的 k- 团 上 得 到 的 ， 

且 对 于 其 他 点 有 w = 0. 因为 一 个 k- 团 包含 AA 条 边 , 从 而 我 们 

得 到 


k(k — 1) 1 1i 1) 


Н) = TTR ea Ep 
由 于 这 个 表达 式 是 随 人 递增 的 ; 所 以 我 们 可 以 令 大 = p-108T С 


BA p- Bl) . 因此 对 于 任何 w 我 们 得 到 结论 


ftw) < (1-1). 


p-1 
特别 地 , HAE v, Wt ОТЕ w; = + 得 到 均匀 分 布 时 ,这 个 不 等 式 
成 立 . 因此 我 们 得 到 
|E| РА, а 1 1 1 
a = (ъ=) < dE sva 
上 式 正 是 (1). a 


ш 第 四 个 证 明 . 这 次 我 们 将 用 到 概率 论 的 一 些 概念 . + G 是 顶 
ARV = (visos ,vn} 上 的 任意 一 个 图 . 用 d; 表示 v, 的 度数 , Н. 
用 w(G) 表示 图 中 最 大 团 的 顶点 个 数 ,我 们 称 之 为 G 的 团 数 ， 


断言 . ANA w(G) > > 


=1 
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我 们 随机 地 选择 顶点 集 V 上 的 置换 m = vivo un 且 每 种 置换 以 
相同 概率 十 出 现 . 我 们 考虑 以 下 集合 Cr. vi 属于 C. SAA vi 
与 任何 满足 17 < i 的 оу 相连 . 根据 定义 , 我 们 知道 C 是 G 中 的 一 
个 团 . 4 X = |С„| 是 对 应 的 随机 变量 . 我 们 有 X = SL, X. X 
中 X, 是 顶点 vi 的 指示 随机 变量 , 即 当 w € Cr 时 有 X; = 1, vi Z Cr 
有 X: = 0. 注意 到 相对 于 置换 ооо -tn 有 vi 属于 CO Ч BN vi 
出 现在 所 有 不 与 其 相 邻 的 n 一 1 一 di 个 顶点 之 前 ,换言之 ,vi 是 vi 和 
与 其 不 相 邻 的 n 一 1 一 di 个 顶点 中 的 第 一 个 .这 个 事件 发 生 的 概率 
№ Lis E BX, = hr. 
所 以 根据 期 望 的 线性 性 , 我 们 得 到 


n n 1 
E(|Gel), = EX. = У EX, = . 
(| 2 Y za 


故 至 少 存在 具有 这 样 的 基数 的 团 , 我 们 的 断言 得 证 . 为 了 从 该 断言 
推出 Turán 的 定理 我 们 运用 第 17 章 中 的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 : 


(а) < (Za) (Z). 
i-l t=1 n=1 
Фа = Vn — di, bi = og, W а =1, 因 此 


n? «(Yn-4d)(2——)««v(GYn-4). (2) 
i=1 ї=1 5 di t=1 

这 时 , 我 们 运用 Turan 的 假设 w(G) < p — 1. 同时 结合 双 计 数 一 章 中 

的 SF, d; = 2|Е|, 可 由 不 等 式 (2) 推 导出 


n? < (p— 1)(n? — 2|Е|), 
上 且 这 个 不 等 式 等 价 于 Turán 不 等 式 . n 


现在 我 们 要 介绍 第 五 个 证 明 , 这 个 证 明 是 这 些 证 明 中 最 漂亮 的 
一 个 . 它 的 出 处 不 是 很 清楚 , 我 们 是 从 Stephan Brandt 那里 得 到 的 ， 
面 他 是 在 Oberwolfach 听 说 的 . 由 它 可 以 推出 一 个 很 强 的 结论 : Turán 
图 事实 上 是 唯一 一 个 具有 最 大 边 数 的 图 . 证 明 1 和 2 也 可 以 推出 这 
个 更 强 的 结论 : 


B 第 五 个 证 明 ， 令 G 是 nn 个 顶点 上 的 无 p- 团 的 边 数 最 多 的 图 . 
断言 : G 中 不 包含 三 个 顶点 u,v, ш vw € E, f£ uv ¢ E, 
uw ¢ E. 
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否则 考虑 如 下 情形 . 


情形 1: d(u) < d(v) 或 者 d(u) < d(w). 

我 们 可 以 假设 d(u) < d(v). 然后 我 们 复制 v, 即 构造 一 个 新 顶 
що, ES v 具有 相同 的 邻居 (但 是 vv 不 是 一 条 边 ) , MK u, Hf 
持 剩 下 的 不 变 . 

新 图 С" 也 是 无 产 团 的 图 , 但 是 对 于 边 数 我 们 有 


|E(G")| = |E(G)|3-d(v) -d(u) > |Е(С)|, 


这 就 产生 了 了 矛盾. 
情形 2: d(u) > d(v) Н d(u) > d(w). 

Я и 两 次 且 删 去 v A w (如 图 所 示 ) . 同样 新 图 G' 没有 p- Bl, 
且 我 们 计算 得 到 (结果 —1 是 来 自 边 vw): 


|B(G")| = |E(G)| + 2d(u) — (d(v) + ш) – 1) > |E(G)|. 


因此 我 们 再 一 次 推出 矛盾 . 
稍微 考虑 一 下 我 们 就 知道 断言 等 价 于 如 下 陈述 : 


unv <=> uv ¢ E(G) 


定义 了 一 个 等 价 关系 . 因此 G 是 一 个 完全 多 部 图 , ВС = Kn, np as 
从 而 定理 得 证 . 
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“移动 更 重 的 物体 ” 
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1956 年 , fa Lie 933€ A Claude Shannon, 提出 了 以 下 非常 有 趣 
的 问题 : 


假设 我 们 通过 信道 传送 信息 给 接收 者 (有 些 符号 会 失真 ). 使 
得 接收 者 能 够 这 无 误差 地 接收 到 原 信 息 的 最 大 传输 率 是 多 
y? 


让 我 们 来 看 看 Shannon 所 提 到 的 “信道 "和 “传输 率 ”. 我 们 用 V 表 
示 符 号 集合 , 一 个 信息 是 由 v 中 的 一 串 符 号 构成 的 . 我 们 将 信道 看 
成 一 个 图 G = (V, E), RE V 是 符号 组 成 的 集合 , 是 由 不 可 靠 
符号 对 之 间 的 边 构 成 的 集合 , 不 可 靠 符 号 对 指 的 是 在 传输 过 程 中 可 
能 会 被 混淆 的 两 个 符号 . 例如 , 在 电话 中 传输 日 常用 语 时 , 我 们 将 符 ” Claude Shannon 
号 和 忆 联 系 起 来 ,因为 接收 者 也 许 不 能 辨别 它们 .我 们 称 С 为 混 
# A. 

5- 圈 图 Gs 将 在 我 们 的 讨论 中 起 着 非常 重要 的 作用 . 在 这 个 例子 
中 ,1 和 2 可 能 会 被 混淆 ,但 是 1 和 3 不 会 , 等 等 . 理想 情况 下 , 我们 想 
用 5 个 符号 来 传输 , 但 是 因为 我 们 希望 传输 误差 为 零 , 我 们 只 传输 
混淆 对 中 的 一 个 符号 . 因此 对 于 5- 圈 图 , 我 们 只 能 用 两 个 符号 (任何 
不 通过 边 相连 的 两 个 符号 ) . 在 信息 论 的 语言 中 , 这 意味 着 对 于 我 们 
在 5- 圈 图 上 达到 的 信息 率 是 log, 2 = 1 (而 非 最 大 的 logy 5 2.32) . 4 3 
显然 在 这 个 模型 中 , 对 于 任意 图 С = (у, E), 我 们 可 以 采取 的 最 好 
方案 是 从 一 个 最 大 独立 集中 传输 符号 . 因此 当 传 输 单个 符号 时 , 信 
BIE log, a(G), ЖФ о(С) 是 G 的 独立 数 . 

让 我 们 看 看 我 们 是 否 可 以 用 更 大 的 符号 串 来 代替 单个 符号 以 
获得 更 大 的 信息 率 . 假设 我 们 要 传输 长 为 2 的 符号 串 . 符号 串 uu 
和 v, v2. 会 被 混淆 当 且 仅 当 以 下 三 种 情形 之 一 成 立 : 
e ui 二 vi ВН а 5 v; RB, 
ө и = 02 H wi 会 与 Ui Е, 或 者 
e ui Zvi 会 被 混 消 且 us + vo 会 被 混淆 . 
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图 论 


用 图 论 中 的 语言 , 这 相当 于 考虑 两 个 图 Gi = (Vi, Е) 和 Ga = (Va, E2) 
的 乘积 Gi x Go. FEAR Gi x Ga AMAR Vi x Vo = {(ш, u2) : 
ui € Vi, uz € Va}, A (u, u2) A (vi, v2) 是 通过 边 相连 的 当 且 仅 当 对 
于 i= 1,2 有 wi =v; MH uv € Е. 因此 符号 串 长 为 2 IRAE 
单 符 号 混淆 图 G 与 自身 的 乘积 图 C = G x С. 则 对 于 符号 串 长 为 2 
的 情形 , 每 个 符号 的 信息 率 是 : 


ош) ~ ton Vat. 


现在 我 们 用 任意 长 度 的 符号 串 m, ВЕ С" = Gx G x... x 
С, ЖЯ V" = {(ш, sun) : ut € Vh H (un ua) Æ 
(vi, un) 通过 边 相 连 当 且 仅 当 对 于 任意 ;有 也 = vi RA uv € E 
成 立 . 在 符号 串 长 度 为 n 的 情形 下 , 每 个 符号 的 信息 率 为 : 


SE) — deg, Vale"). 


我 们 可 以 对 o(G") 说 些 什 么 呢 ? 这 里 是 第 一 个 观察 . GU CV 
是 С 中 最 大 的 独立 集 , Н 10| = a. С" 中 具有 形式 (wi,:… , un) (对 
FIER i u € U) 的 а" 个 顶点 , 显然 形成 了 С" 中 的 独立 集 . 因此 ， 


a(G") > o(G), 
从 而 


Va(G") 2 a(G), 


这 意味 着 通过 用 更 长 的 符号 串 来 代替 单个 符号 , 我 们 不 可 能 降低 信 
息 率 .顺便 提 及 一 下 , 这 是 编码 理论 的 一 个 基本 思想 : 通过 用 更 长 的 
串 来 编码 符号 , 会 使 无 差错 传输 更 加 有 效 . 
不 考虑 对 数 , 我 们 得 到 Shannon 的 基本 定义 : 图 G 的 无 差错 容量 
是 如 下 定义 的 : 
e(G) := "un Vala"), 


Shannon 的 问题 就 是 计算 O(G), 特别 是 计算 6(Cs). 


让 我 们 看 看 C 至 今 我 们 知道 a(Cs) = 2 < e(Cs). 让 我 们 
看 看 之 前 所 描述 的 5- MIEL, 或 者 画 在 边栏 的 乘积 图 Cs x Cs, RI] 
知道 {(1,1), (2,3), (3,5), (4,2), (5,4)} 是 C2 的 独立 集 ， 因 此 我 们 
有 a(C;?) > 5. 因为 一 个 独立 集 只 能 包含 来 自 连 续 两 行 的 两 个 顶点 ， 
我 们 得 到 a(Cs2) = 5. 因此 , 通过 运用 长 为 2 的 符号 串 , 我 们 把 容量 
的 下 界 增加 到 9B(Cs) > v5. 
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至 今 我 们 没有 给 出 容量 的 上 界 . 为 了 得 到 这 个 上 界 , 我 们 又 一 
次 运用 Shannon 原始 的 思想 . 首先 , 我 们 需要 用 到 独立 集 的 对 偶 定 
义 .我们 回忆 一 下 : 一 个 子 集 C c V 称 为 一 个 团 , WR C 中 的 任 
何 两 个 顶点 都 是 有 边 相 连 的 . 因此 顶点 是 基数 为 1 的 平凡 团 , 边 是 
基数 为 2 的 团 , 三 角形 是 基数 为 3 的 团 , 等 等 . & с С 中 团 的 集 
fr. 考虑 顶点 集 上 的 任 一 概率 分 布 z = (zy: о € V, Bx, > 0 
В еу жь = 1. 对 于 任意 概率 分 布 =, 我 们 将 其 与 “最 大 团 值 ” К 
系 起 来 : 


Ate) = max Ў е, 
vec 
最 后 我 们 令 
A(G) = min A(z) = min max 9 zp. 
veC 


为 了 精确 , 我 们 应 该 用 inf 代替 min, 但 是 最 小 值 是 存在 的 , 这 是 因 
为 Xz) 在 所 有 分 布 构成 的 紧 集 上 是 连续 的 . 

现在 考虑 一 个 六 的 极 大 独立 集 U, 其 基数 a(G) = o. FUR 
们 定义 概率 分 布 ey = (zu : v € V): 对 于 ve U RITA х, = 1, 
否则 z, = 0. 因为 任何 一 个 团 至 多 包含 一 个 U 中 的 顶点 , 我 们 推 
出 X(zr) = 2, НЖЖ A(G) 的 定义 我 们 有 : 


МС) < ai X (С) < XG)". 


事实 上 , Shannon 所 观察 到 A(G) 是 所 有 va(G") 的 一 个 上 界 , A 
此 它 也 是 e(G) 的 一 个 上 界 . 为 了 证 明 这 个 结论 , 我 们 只 需 证 明 对 于 
G,H F 

A(G x Н) = A(G)A(H). (1) 
由 此 可 以 导出 A(G”) = АС)" Н 


a(G") < A(G")! = X(G)-^ 
Va(G") < A(G): 

为 了 证 明 (1), 我 们 将 运用 线性 规划 的 对 偶 性 原理 (参见 [H) , 于 是 
得 到 


МО оона 2 мышт и „у O) 
vec Сэ» 


HP FREAD T C 上 的 所 有 概率 分 布 y = (уо: СЄ С). 
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0 
Lovász 4 


考虑 G x H, B az 和 z' 是 达到 最 小 值 的 分 布 , 即 A(x) = A(G), 
Ma’) = АН). 在 G x H 的 顶点 集中 , 我 们 对 顶点 (u,v) 分 配 数 
{Н г.) = Tur), AF ay) tuo) = Du fu Dy Tp = 1 我 们 得 到 
一 个 概率 分 布 . 我 们 观察 到 G x Н 中 的 最 大 团 具 有 形式 C x р = 
{(u,v) : u € C,v e D), FEF C AI D FAYE G RI H ЧИИ. 因此 根 
据 A(G x H) 的 定义 我 们 得 到 


A(G x H) < №) = max are 
(uw)ECxD 


= max X ru ў ут, = GAA). 
ucc veD 
同样 地 , 我 们 将 用 (2) 中 AG) 的 对 偶 表 达 式 来 证 明 反 过 来 的 不 等 
X МС x H) > A(G)A(A). 总 之 ,对 于 任何 图 G, RITA: 


e(G) < A(G). 


让 我 们 将 结果 运用 到 5- 圈 图 或 更 一 般 的 mm- 圈 图 Cm E. 通过 
运用 顶点 上 的 均匀 分 布 (十 ,… ,去 ), 我 们 得 到 (Cn) < 2, 这 是 因 
为 任何 团 至 多 包含 两 个 顶点 . 相似 地 , 我 们 分 配 + 给 边 以 及 0 给 
这 些 顶 点 , 通过 (2) 的 对 偶 表 达 式 我 们 有 和 (Cm) > 2. 我 们 得 到 结 
i£ 和 (Cm) = 2, 且 对 于 任何 双 有 以 下 式 子 成 立 : 


Ө(С„) < > 


如 果 т 是 偶数 , 则 显然 地 有 (Cm) = 2, 故 O(Cm) = 2. 但 是 ,如 
果 m 是 奇数 ,我 人 有 a(Cm) = 95. MF т = 3, Cs 是 一 个 团 , 且 每 
个 乘积 Cz 也 是 团 , 这 就 蕴含 了 a(C3) = Ө(Сз) = 1. 因此 , 对 于 我 们 
最 感 兴 趣 的 5- 圈 图 ,我们 到 目前 为 止 知道 : 


V5 < ө(бь) < 5. (3) 


通过 运用 线性 规划 的 方法 (还 有 其 他 一 些 思想 ) , Shannon 计算 
出 了 许多 图 的 容量 , 特别 是 所 有 项 点数 是 五 或 比 五 少 的 图 , 但 除了 Cs 
之 外 ,他 不 能 把 (3) 式 的 上 界 降 低 . 在 20 年 之 后 , László Lovász 用 一 
个 极其 简单 的 论证 证 明了 Ө(Сз) = V5, 从 而 给 看 似 复杂 的 组 合 问 
题 提供 了 一 个 出 乎 意料 且 漂 亮 的 解 . 

Lovász 的 主要 新 思想 是 用 长 度 为 1 的 实 值 向 量 来 表示 顶点 v, Н. 
两 个 顶点 不 相 邻 当 且 仅 当 表 示 它 们 的 向 量 正 交 . 我 们 称 这 样 的 向 量 
集 为 G 的 正 交 表现 . 显然 , 这 样 一 个 表现 总 是 存在 的 : 只 要 选择 mm = 
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|V | 维 空间 的 单位 向 量 : (1,0,... ,0)7, (0, 1,0,-- Y ,0)7,..- ,(0,0, --- my. “5 


对 于 图 Cs, 通过 考虑 具有 五 根 长 度 为 1 HPF v1,… ,v5 的 
“ 伞 ”, 我 们 可 以 得 到 Cs 在 R 中 的 正 交 表现 . 现在 打开 伞 ( 伞 顶 在 
原点 ) 直至 交错 的 企 骨 之 间 的 夹 角 是 90°. 

Lovász 接 下 来 对 于 伞 高 几 即 0 和 3 之 间 的 距离 , 提供 了 上 界 : 


@(Cs) < 3: (4) 


参看 下 面 两 个 方 框 里 的 内 容 , 通过 一 个 简单 的 运算 我 们 得 到 h? = 
J 从 而 O(Cs) < v5, 因此 6(Cs) = v5. 

让 我 们 看 看 Lovász 是 如 何 证 明 不 等 式 (4) 的 . (事实 上 , 他 的 结 
果 更 具 一 般 性 . ) 考虑 两 个 向 量 z = (1, , 2s), Y = (Y Ys) 
ТЕ R* PHAR 


(ж, у) = z:)55 +---++т»у»„, 


则 |z|? = (z,z) = тї +--- + 2? 是 向 量 z IKE |т| 2677, Hz Aly 
的 夹 角 7 是 


_ (2,3) 
ш 


因此 (a, y) = 0 ЧНИХ Ч ж ЖП 是 正 交 的 . 


cos 7 


五 边 形 和 黄金 分 割 Серген ha. a 


如 果 一 个 矩形 切 掉 一 个 长 为 6 tome 之 后 剩 下 f 
原 和 矩形 具有 相同 的 形状 , 那么 传统 上 认为 这 样 的 矩 开 
这 样 的 矩形 的 两 条 边 a,5 必 须 满足 = го... 设 比 


t & 2 4 
PR VAI DET TARS b—a 


我 们 得 到 т = so MY т2 т 1 = 0. 解 这 个 - 3 5 Г : è T 


HARADA т = HE x 1.6180. Er. : 

现在 我 们 考虑 边 长 为 a 的 正 五 边 形 , “Hi 为 其 对 角 线 长 
Euclid 已 经 知道 (Book XIIL8)2 = т, 的 g " 
角 线 的 黄金 分 割 点 . 
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现在 我 们 来 求 上 界 “6(G) < ez! ". 它 对 于 任何 图 G 的 Shannon 
容量 都 有 一 个 非常 “好 "的 正 交 表现 . ET = (00), ... v) 是 图 G 
在 Rs 中 的 正 交 表现 , erp vC 对 应 着 顶点 vi 此 外 , 我 们 假设 所 有 
Hk v(9 与 向 量 w := 去 (v0 中 +... 十 wm) 有 相同 的 来 角 (4 90°), R 
тела. 对 于 任何 i, 内 积 


RN de 
(vf iu) = 6, 


AMPLE о, #0. TM 是 表现 人 的 常数 . 对 于 Lovász Ф, 
Cs 的 表现 显然 满足 条 件 (vu) = o, ЖЧ и = Os. 

现在 我 们 按 如 下 三 步 展开 ， 

(A) 考虑 V 上 的 概率 分 布 z= (T1, , am) A 


u(z) = [2100 +... ay emp, 


Об) = inf ua). 
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4 U J& С 中 基数 为 |U| = o 的 最 大 独立 集 , 并 且 定义 zu = (m, 
Em), 其 中 如 果 vi € UW z; = 2, ЖШ з, = 0. PTA HME 000) 
都 是 单位 长 度 的 且 对 于 任何 两 个 不 相 邻 的 顶点 (0%, vO) = 0, FRAN 
推断 出 


ит(б) < шау) = P» ” Xue sk 


因此 我 们 有 up (С) < ar, 并且 


1 


(B) 接 下 来 我 们 计算 1, (С). 我 们 需要 Cauchy-Schwarz 不 等 式 
(a,b)? < lal |Ы? 


其 中 向 量 а,Ь e R^. 将 其 运用 到 a = pv +---4+2,,0° FI b = u 
上 , 则 得 到 


(ziv? +--+ + amv, u)? < u(z)|uf*. (5) 


根据 我 们 的 假设 , 对 于 任意 的 i 有 (vO, u) = o, 对 于 任何 概率 
分 布 ж, 我 们 得 到 
(ziv) + + amv, u) = (G+ +m) on = ту. 


va 


因此 , 特别 地 , 这 对 于 均匀 分 布 ( 寺 …… 2) 也 成 立 , ROMA Т jul? = 
оу. 因此 (5) 就 变 成 : 


o} < p(z)jor 或 者 ”向 (G) 2 
MG) < n(z) = [E (vo +-+ v)? = Jul? = оу, 


因此 我 们 证 明了 
Hn(G) = op- (6) 


总 之 ,我 们 给 常数 为 cr 的 任意 正 交 表 现代 建立 了 不 等 式 
1 
a(G) < Ен (7) 


(O 为 了 将 不 等 式 扩充 到 O(G) E, 我们 像 以 前 一 样 来 讨论 . 再 
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图 论 


一 次 考虑 两 个 图 的 乘积 Gx Н. & GA Н 的 正 交 表现 分 别 是 人 R" 中 
的 常数 为 rp 的 RAR 中 的 常数 为 os 的 S. Sv = (v, vr) 
是 请 中 的 一 个 向 量 ,w = (wi,… ,ws) 是 5 中 的 一 个 向 量 . 图 Gx 五 
中 的 顶点 对 应 于 向 量 对 (v, w), 我 们 将 其 与 如 下 向 量 联 系 起 来 : 


Ф T 
vw :—(viwi,::-,Uj Ws; U2U1,:** VWs -* ,UpU),* Urs) € R. 


很 容易 验证 Rx 5 := {vw" : v € Rw € S} Ж Сх 五 中 常数 
H opas 的 正 交 表现 . 根据 (6) 我 们 得 到 


Lrxs(G XH) = pp(@)ug(B). 
对 于 图 С" =G x x G 以 及 其 常数 为 op HRR T, ARH 
hra (GT) m (О) = о", 
根据 (7) 我 们 得 到 
а(6") < ос", Ҹо(С") < oz. 
综合 上 述 讨论 我 们 完成 了 Lovász 定理 的 论证 : 


定理 . ST = {v,.--,v™} 是 图 G 的 常数 为 o 的 正 交 表 现时 ， 
有 

e(G) « —. 8 

em (8) 


看 看 Lovász Ф, 我 人 有 ww = (0,0, h—3:)7, 故 得 到 = (v(9,u) = 
h? = Je, 这 蕴含 着 8(Cs) < V5. 因此 Shannon 的 问题 解决 了 . 

让 我 们 继续 我 们 的 讨论 . 从 (8) 中 我 们 看 出 С 的 一 个 表现 的 cr 
越 大 , 我 们 得 到 e(G) 的 上 界 越 好 . 下 面 给 出 了 我 们 得 到 任何 图 С 
的 一 个 正 交 表现 的 方法 . 我 们 将 G = (V, E) 与 如 下 定义 的 邻接 矩 
Њ A = (a) 联系 起 来 : 设 顶 点 集 为 V = (vi, vm}, 则 我 们 令 


` EB EE 
Bh v. 
A 是 主 对 角 线 为 0 的 实 对 称 和 矩阵 , 
现在 我 们 需要 来 自 线性 代数 的 两 个 事实 . 第 一 , 作为 一 个 对 称 


EFE A 有 m 个 实 特征 值 А, > A2 >… > Am (其 中 的 有 些 是 相等 
的 ) ,并 且 这 些 特 征 值 的 和 是 和 A 的 主 对 角 线 上 的 元 素 之 和 相等 的 ， 
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7» 
即 为 0. 因此 , 最 小 的 特征 值 一 定 是 负 的 (除非 当 G 是 无 边 图 时 平凡 E 
情况 ) . p = | 和 a| = — 是 最 小 特征 值 的 绝对 值 , 考虑 矩阵 KA 


Mw TEZA 
P 


其 中 工 表示 (m x т) 阶 单位 矩阵 . 这 个 M 的 特征 值 是 1 十 党 > 
14-33-2145» =0. 现在 我 们 来 引用 第 二 个 结果 (线性 代数 
中 的 主轴 定理 ): 如 果 М = (mi) 是 所 有 特征 值 大 于 等 于 零 的 实 对 
PRERE, 则 对 于 s = rank(M) 有 向 量 vD,... ,ut e R 使 得 


mij = (vy) (1€ 4j < m). 
特别 地 , 对 于 M = I + 14 我们 得 到 

(000,000) = m; —1 对 于 任意 i 
н (09,00) = тау PEAS 
由 于 对 于 任意 vv; ¢ BA ay = 0, 我 们 得 到 向 量 000)... о" 确 
实 形成 G 的 一 个 正 交 表现 . 


最 后 , 让 我 们 把 这 个 构造 运用 到 m- 圈 图 C 上 (其 中 mm > 5 
奇数 ) . 这 里 我 们 很 容易 计算 p= | 和 min| = 2cos = (见方 框 ): 


Cm 的 特征 值 


考虑 Cw 的 邻接 矩阵 4. 为 了 得 到 其 特征 值 (特征 向 量 ), 我 
们 运用 二 的 m 次 单位 根 . 它们 是 1,6,C2,… ,6™!, 其 中 《= 
e^ ( 见 第 5 章 方 框 ). pem 
Фл = c ROS EE PEE A ШИП. 
K(X, ADT 是 A 的 关于 特征 值 А + А 
特征 向 量 . 事实 上 , 根据 4 的 结构 我 们 知道 
X^ actam 
AU WA 
ARAS eae!) | 


lut NH Am-2 Amel. 


t+ 


例如 ,对 于 m = 7, AAT ей 
V108 < @(C7) < 


BP 3.2237 < O(C7) < 3.3177. 


邻接 矩阵 的 每 一 行 包括 两 个 1, KAKA eM 每 行 的 行 和 为 1+ 
2. 对 于 表现 (0), --- ul}, 这 意味 着 
(009,00) +... +000) = 1 +5 ge EE 
故 对 于 任意 i 有 
(09,4) = (1+ (os 2)") = с. 
因此 , 我 们 运用 我 们 的 主要 结果 (8), 得 到 结论 : 
Ө(Сһ) < Mc (对 于 奇数 т > 5). (9) 


cU Pes wer мы 


注意 到 由 于 -— < 1, ө) 的 上 界 比 之 前 我 们 找到 的 上 界 (Cm) < 
Ж XS d = pde - =) роја 因此 对 


那么 关于 Cr, Co, ane a(C2), (68) 
以 及 其 他 小 的 宕 ,下 界 ">! < Ө(С„) 显然 可 以 增加 , 但 是 对 于 m > 
7 的 奇数 我 们 知道 的 最 好 的 下 界 和 (в) 的 上 界 是 不 一 致 的 ， 因 此 ， 
在 Lovisz 精彩 地 证 明了 Ө(С›) = V5 之 后 的 20 年 , 这 些 问题 仍然 没 
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有 解决 且 被 看 成 是 非常 难 的 问题 一 一 但 是 毕竟 我 们 之 前 也 有 过 这 
种 情形 . 
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朋友 圈 与 交际 花 


以 下 这 个 问题 到 底 是 谁 最 先 提出 和 深入 探究 的 已 经 无 从 考证 . 
这 个 问题 就 是 : 


假设 在 一 群 人 当中 任意 两 个 人 都 恰好 有 一 个 共同 的 朋友 Ж 
么 总 有 一 个 人 (我 们 称 之 为 交际 花 ) 是 所 有 人 的 朋友 . 


用 数学 的 专业 语言 来 表达 , 这 就 是 友谊 定理 ， 

在 纠缠 于 证 明之 前 让 我 们 先 用 图 论 的 语言 来 重 述 一 下 这 个 问 
题 . 我 们 把 人 看 成 是 图 上 的 顶点 , 如 果 两 个 人 是 朋友 , 那么 就 在 代表 
他 们 的 两 顶点 之 间 联 上 一 条 边 . 我 们 默认 友谊 都 是 相互 的 , 也 就 是 
说 , 如果 刀 是 w 的 朋友 ,那么 v 也 是 的 朋友 ,并 旦 每 个 人 都 不 是 自 
己 的 朋友 . 因而 定理 变 成 了 以 下 的 形式 : 


定理 . 假设 С 是 一 个 有 限 图 , 其 中 任意 两 个 项 点 都 恰好 有 一 个 共同 
的 邻居 , 那么 必然 存在 一 个 顶点 是 跟 其 他 所 有 顶点 都 相连 . 


注意 这 样 的 有 限 图 是 存在 的 , 参看 边 图 , 图 中 的 w 是 交际 花 . 然 
而 , 这 类 “风车 图 ” 实际 上 是 唯一 拥有 这 种 性 质 的 图 . 事实 上 , 不 难 
证 明 在 交际 花 存 在 的 情况 下 只 有 这 种 “风车 图 ”是 唯一 可 能 的 ; 

令 人 惊奇 的 是 , 友谊 定理 对 无 限 图 并 不 成 立 ! CE, 要 构造 一 
个 递归 的 反例 , 可 以 从 一 个 五 边 形 开 始 , 然后 不 停 地 为 没有 共同 邻 
居 的 顶点 添加 共同 邻居 . 这 样 将 会 得 到 一 个 (可 数 的 ) 无 限 的 没有 交 
际 花 的 友谊 图 . 

关于 友谊 定理 有 几 个 证 明 , 但 是 由 Paul Erdős, Alfred Rényi 和 
Vera Sós 给 出 的 第 一 个 证 明 一 直 是 最 完善 的 . 


B 证 明 . 假设 断言 是 错误 的 , 而 G 是 一 个 反例 , 也 就 是 说 , 没有 哪 
个 G 的 项 点 是 跟 其 他 所 有 的 项 点 是 相连 的 . 为 了 得 到 矛盾 我 们 分 
两 步 走 ; 第 一 部 分 是 组 合 ,第 二 部 分 是 线性 代数 . 


“交际 花 的 微笑 ” 


风车 图 
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(1) 我 们 断言 G 是 一 个 正则 图 , 也 就 是 说 , 对 任何 的 uv € V. 
d(u) = d(v). 首先 注意 到 定理 中 的 条 件 能 推出 在 G 中 没有 长 度 为 4 
的 图. 我 们 将 这 个 条 件 称 为 C4- 条 件 . 

我 们 首先 证 明 任 意 两 个 不 相连 的 顶点 u 和 vw 有 同样 的 度 dlu) 
= d(v). 假设 d(u) = k, W wı, <° ,wk J& u ЙЧ Иң. w 中 恰好 有 一 
^r, 比如 we 是 与 v 相连 的 , 而 wo 恰好 与 其 他 的 wi 中 的 一 个 相连 ， 
比如 ил, 由 此 我 们 得 到 了 如 边栏 所 示 的 图 . 项 点 v 和 ws 有 共同 的 
邻居 we, 而 与 wi (i > 2) 有 一 个 共同 的 邻居 zi (i > 2). 由 C4- 条 
件 , 所 有 这 些 zi “жй 同 的 . 所 以 , d(v) 2 k = d(u), 从 而 由 对 称 
性 d(u) = d(v) = 

e da ONG 观察 到 任何 不 同 于 wa 的 顶点 是 不 与 或 v 
相连 的 , 所 以 度数 为 К, 而 这 个 我 们 已 经 证 明 . 但 是 因为 w 也 有 个 
不 相 邻 的 点 , 它 度数 也 为 k, 所 以 G FÈ k- 正则 的 . 


对 的 所 及 个 邻居 的 度数 求 和 我 们 得 到 如. 因为 任意 一 个 项 
点 (除了 翅 与 都 恰好 有 一 个 共同 的 邻居 , 我 们 对 每 个 顶点 都 做 了 
一 次 计数 , 除了, 它 被 数 了 大 次 . 所 以 G 总 共 的 顶点 数 为 


n =k} RFL (1) 


(2) 剩 下 的 证 明 是 对 线性 代数 的 一 些 标准 结果 的 漂亮 应 用 . 首先 
кык УУ, 因为 由 (D 对 大 和 2 只 可 能 有 G = К, ЖС = Кз, 

它们 都 是 平凡 的 风车 图 . 考虑 其 邻接 矩阵 4 = (aij), 如 上 一 章 所 
EAE 由 (中 ,矩阵 中 任意 一 行 都 恰好 用 个 1, 且 由 定理 的 条 件 , 对 
任意 两 行 都 恰好 有 一 列 其 中 的 元 素 都 是 1. 另外 注意 到 主 对 角 线 是 
由 0 组 成 的 . 因此 我 们 有 


SIE 
ABs a .p2(*-2I-J, 
1 D се k 
其 中 了 是 单位 矩阵 , 而 J 是 全 1 FE. 立刻 可 以 验证 了 有 特征 值 n( 重 
数 为 1) 以 及 0 ( 重 数 为 n 一 1). 由 此 可 得 A? 有 特征 值 上 一 1 二 二 
k? ( 重 数 为 1) 和 大 一 1 GERD n — 0. 
因为 4 是 对 称 的 而 可 对 角 化 , 所 以 A 有 特征 值 因 ( 重 数 为 了 ) 以 
K tvk- 1. 假设 特征 值 中 的 7 个 等 于 Vk —1,5 T T у Т, 
Mir +s = n – 1. 现在 我 们 快要 完成 了 . 因为 4 中 的 特征 值 之 和 即 
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为 其 迹 (而 这 个 数值 为 0) ,我 们 发 现 : 
ktirVvk-1—sVk—1. =. 0; 


并 且 特 别 地 , r A s, d 


9 = ү 
而 如 果 一 个 自然 数 m 的 平方 根 Vm 是 有 理 数 , 那么 它 就 是 一 个 整 
数 ! 这 个 定理 的 优雅 的 证 明 是 Dedekind 在 1858 年 提供 的 : 令 no 是 
满足 noy/m € N 的 最 小 自然 数 . ШЖ Vm ¢ N, 那么 存在 LEN 使 
得 0 < /m —£ <1. Bm := no(/m — £), €f п, ємї 
A пут = no(/m — 0) ут = nom — #(поут) € N. 而 由 于 ni < no, 
这 与 no 的 最 小 性 矛盾 . 
回 到 我 们 的 方程 , 让 我 们 设 h = VE 一 1 EN, 那么 


k—1 = 


h(s—r) = К = h? +1. 


FA h SBR A? +1 和 2, RITER h 必须 等 于 1, 于 是 大 = 2, 而 我 
们 已 经 排除 了 这 种 情况 . 所 以 我 们 得 到 了 矛盾 , 从 而 完成 证 明 . o 


但 是 故事 并 没有 到 这 里 就 结束 . 让 我 们 再 按照 以 下 的 方式 来 重 
述 我 们 的 问题 : 假设 G 是 一 个 图 , 在 图 中 任意 两 个 项 点 都 会 恰好 有 
一 条 长 度 为 2 的 路 . 显然 , 这 是 友谊 条 件 的 等 价 形式 . 我 们 的 定理 说 
的 就 是 只 有 风车 图 才能 满足 以 上 条 件 . 但 如 果 我 们 考虑 长 度 大 于 2 
的 路 又 如 何 呢 ? 一 个 源 自 Anton Kotzig 的 猜想 断言 类 似 的 情况 是 不 
可 能 的 . 


Kotzig 猜想 . 4 / > 2. 那么 不 存在 这 样 的 有 限 图 , 使 得 任意 两 个 顶 
点 间 恰 好 有 一 条 长 度 为 4 的 路 . 


Kotzig 自己 证 明了 在 £ < 8 的 情况 下 这 个 猜想 的 正确 性 . 在 [3] 
中 , £ = 20 的 情形 被 证 明了 , 并 且 A. Kostochka 最 近 告 诉 我 们 现 
TE L < 33 的 情况 都 被 证 明了 . 然而 , 一 个 更 一 般 的 证 明 似乎 难以 
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概率 (有 时 ) 让 计数 变 得 简单 


就 像 我 们 用 Paul Erdos 的 几 篇 早期 的 数论 文章 来 开始 本 书 的 一 
样 ,我 们 在 最 后 来 讨论 可 能 被 认为 是 他 影响 最 深远 的 精神 遗产 一 一 
他 与 Alfred Rényi 一 同 引 入 的 概率 方法 . 以 最 简单 的 方式 来 说 就 是 : 


如 果 在 一 个 事件 集中 , 不 具有 某 种 特定 性 质 的 事件 的 并 的 概 
率 小 于 工 那么 一 定 存在 某 个 事件 是 有 这 种 性 质 的 : 


由 此 我 们 得 到 了 一 个 存在 性 的 结果 . 我 们 或 许 很 难 找到 这 样 的 
一 个 事件 (而 且 常 常 如 此 ) , 但 是 我 们 知道 它 存在 . 我 们 在 这 里 给 出 
三 个 由 Erdós 提出 的 概率 方法 的 例子 (复杂 度 逐 渐 增 加 ) , 而 以 一 个 
特别 优雅 的 最 近 的 应 用 来 结束 . 


作为 热身 , 考虑 由 子 集 А, 组 成 的 一 个 集 族 F, 所 有 的 A; 是 有 
限 集合 Xx 上 基数 为 d > 2 的 子 集 . 如 果 存 在 一 种 X 的 两 种 颜色 的 
着 色 方 案 , 使 得 在 每 一 个 A; 中 , 两 种 颜色 都 存在 , 我 们 说 大 是 2- 可 
着 色 的 . 我 们 立刻 就 可 以 推出 并 不 是 任何 的 集 族 都 能 如 此 着 色 的 . 
举 一 个 例子 , 考虑 一 个 (2d — 1) 元 集 X 的 所 有 d CFE. 那么 无 论 
我 们 怎样 对 X 进行 2- FE, 一 定 存在 d 个 元 素 的 颜色 是 一 样 的 . 另 
一 方面 , 同样 清楚 的 是 任何 a 元 2- 可 着 色 集 族 的 子 集 族 一 定 是 2- 
可 着 色 的 . 因此 我 们 感 兴趣 的 是 最 小 的 m = m(d), 使 得 存在 一 个 m 
个 元 素 的 集 族 不 是 2- 可 着 色 的 . 换 句 话说 , md) 是 保证 任意 元 素 个 
数 小 于 它 的 集 族 都 是 2- 可 着 色 的 最 大 的 数 . 


定理 1. 任意 不 超过 24-1 个 d 元 集 的 集 族 都 是 2- 可 着 色 的 , 也 就 是 
3L, m(d) > 24-1, 


Bic. Pit 大 是 由 至 多 包含 2° 个 元 素 的 d 元 集 组 成 的 集 族 . 
给 X 随机 地 着 两 种 颜色 , 着 每 种 颜色 的 概率 相同 . 对 每 个 А є F, 
& Ел 表示 所 有 A 中 的 元 素 都 是 同样 的 颜色 的 事件 . 因为 恰好 就 有 
这 两 种 着 色 , 所 以 
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Prb(EA) = (3)° 


因此 由 т = |F| < 22-1 我 们 得 到 (ERASE E A EAST ABA) 


Pro(|) Ba) < У Prob(BA) = m(i < 1. 
AEF AEF 
我 们 得 到 一 定 存在 某 种 X 的 2- 着 色 方 案 , 使 得 没有 一 个 下 中 的 d 
元 集 是 单 色 的 . 这 正 是 我 们 所 说 的 2- 可 着 色 性 的 条 件 . a 


3 m(d) 的 一 个 上 界 , 大 约 等 于 d?24, 也 被 Erdos 用 概率 方法 得 到 

T, 这 一 次 是 通过 取 随 机 的 集合 以 及 固定 一 种 颜色 . 至 于 准确 值 , 只 

有 前 两 个 m(2) = 3 Al m(3) = 7 是 已 知 的 ， 显然 , m(2) = 3 是 在 

5 4 图 Кз 上 实现 的 , 而 Fano 构 形 推出 m(3) < 7. 在 这 里 下 是 由 图 上 的 
七 个 三 元 集 (包括 中 间 那 个 圆 环 集 {4, 5, 6}) 所 组 成 的 . 读者 可 能 会 

侥 有 兴致 地 发 现 大 需要 三 种 颜色 .为 了 证 明 所 有 由 六 个 三 元 集 组 成 

的 集 族 是 2- 可 着 色 的 , 从 而 得 出 m(3) = 7 我 们 需要 进一步 的 努力 . 

1 6 2 我 们 的 下 一 个 例子 在 这 个 领域 是 经 典 的 一 个 例子 ——Ramsey 


数 . 考虑 在 N 个 顶点 上 的 完全 图 Ку. 如 果 无 论 我 们 怎样 将 Kw 的 
边 着 成 红色 或 者 蓝 色 , 总 存在 一 个 在 т 个 顶点 上 的 完全 子 图 , 其 上 
所 有 的 边 都 是 红 的 , 或 者 一 个 在 п 个 顶点 上 的 完全 子 图 , 其 上 所 有 
的 边 都 是 蓝 的 , 我 们 说 Ку 具有 性 质 (m,n). 显然 如 果 Ky 具有 性 
Ж (m,n), 那么 对 每 个 s > N, K。 都 有 这 个 性 质 . 所 以 , 就 像 是 在 第 
一 个 例子 中 的 一 样 , 我 们 要 求 满足 这 样 性 质 的 N 的 最 小 者 (如 果 存 
在 的 话 ) 一 一 这 就 是 Ramsey Ж R(m, n). 

作为 开始 , 我 们 当然 有 R(m, 2) = т, 因为 或 者 所 有 Km 的 边 都 
是 红 的 或 者 存在 一 条 蓝 边 , 导致 我 们 得 到 一 个 蓝 的 Ks， 由 对 称 性 ， 
我 们 有 R(2,n) = п. 现在 ,我 们 假设 R(m 一 1,n) 和 (m,n — 1) 都 
存在 . 我 们 然后 将 要 证 明 R(m,n) 也 存在 并 且 


R(m,n) € R(m—1,n) + R(m,n — 1). (1) 


假设 N = R(m~1,n)+ R(m,n — 1), 并 且 考 虑 任意 一 个 Kx 的 
红 蓝 着 色 方 案 . 对 某 个 顶点 v, Ф 4 是 所 有 以 红 边 连接 v 的 顶点 的 
集合 , 而 B 是 所 有 以 蓝 边 连接 的 项 点 的 集合 : 

Н 141+ |B| = N 一 1, 我 们 发 现 或 者 |A| > R(m 一 1,n) 或 
者 |B| > R(m,n 一 1). 假设 14| > R(m 一 1,n), 另 外 的 情况 类 似 . 那么 
由 R(m—1,n) 的 定义 ,要 么 存在 А 中 元 素 个 数 为 m 一 1 的 子 集 A, 
其 所 有 边 都 着 成 红色 , 与 一 起 组 成 了 一 个 红色 的 Km 要 么 存在 元 
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素 个 数 为 n 的, 所 有 的 边 都 着 成 蓝 色 的 子 集 AL. 我 们 推出 Ку W 
Ж (m,n) 性 质 , 并 且 断 言 (1) 成 立 . 
结合 (1) 及 初始 值 R(m, 2) = m 和 R(2,n) = n, 我 们 用 类 似 求 
得 二 项 式 系数 的 递归 法 获得 
R(m,n) < да " J ` 


并 且 特 别 地 有 
R(k,k) < paa = CES + (s i4) & 296-3, (2) 
现在 我 们 真正 感 兴趣 的 是 Rk Kk) 的 下 界 . 这 相当 于 证 明 对 一 


个 充分 大 的 N < RR(k,k) 存 在 一 种 对 边 的 着 色 方 案 使 得 最 后 没有 红 
色 或 蓝 色 的 Kk. 而 这 就 是 概率 方法 出 场 的 时 候 了 . 


定理 2. 对 所 有 的 大 > 2, Ramsey 数 有 如 下 下 界 : 
R(k,k) > 25. 

W uEBB. 我 们 有 R(2,2) = 2. 而 由 (2) 我 们 知道 R(3,3) < 6, 而 按照 
如 图 的 方案 着 色 的 多 边 形 证 明了 R(3,3) = 6. 

现在 假定 大 > 4. 假设 N < 23, 考虑 所 有 红 蓝 着 色 方 案 , 其 中 我 
们 对 每 一 条 边 独 立地 等 概率 地 红 蓝 着 色 . DORE, 每 种 着 色 方 案 都 是 
同样 地 以 概率 270) 出 现 . 令 A 是 一 个 有 上 大 个 顶点 的 集合 . 那么 4 
中 的 边 都 被 着 成 红色 的 这 个 事件 А 的 概率 就 是 2-(3). 因此 我 们 
可 以 推出 茶 个 大 元 集 被 着 成 全 红色 的 概率 pn 被 以 下 的 关系 式 控制 
住 : 


py = Prob( LJ Ap) < У Prob(Ay) = (0270. 
|A|=k |A|-k 
现在 利用 N < 23 fk» 4, 再 加 上 大 > 2 ЮКА (А) < 
AA (参见 第 2 章 附录 ) , 我 们 有 
(r9 < Ar < 的 -人 о с. 
因此 有 pp < 5, 而 由 对 称 性 , 某 个 具有 大 个 顶点 的 集合 , 其 中 每 条 边 
都 着 成 蓝 色 的 概率 p, < 4. 我 们 可 得 结论 : 对 N < 23, p, ep, <1, 
所 以 一 定 存在 一 种 非 红 非 蓝 的 着 色 方 案 Ky, 而 这 说 明 Ky 没有 性 
Ж (К, К). o 


256 图 论 


当然 , R(k, к) 中 的 上 界 和 下 界 有 很 大 的 距离 . 就 像 这 本 证 明 集 
一 样 简单 的 是 , 在 Erdős 的 结果 出 现 50 多 年 以 后 , 对 一 般 的 大 仍 没 
有 找到 更 好 的 下 界 . 事实 上 , 没有 人 能 够 证 明 对 某 个 固定 的 є > 0, 
有 R(k,k) > 2(4+©®* 或 者 Rk, k) < 2079F, 

我 们 的 第 三 个 结果 是 另 一 个 对 概率 方法 的 漂亮 曾 述 . 考虑 一 个 
在 nn 个 顶点 上 的 图 G 以 及 其 色 数 x(G). 如 果 x(G) 很 大 , 那 也 就 是 
说 , 我 们 需要 很 多 的 颜色 , 那么 我 们 会 怀疑 是 否 G 包含 一 个 大 的 完 
全 子 图 . 但 是 , 远 不 是 这 么 回 事 . 早 在 40 年 代 Blanche Descartes 就 已 
经 构造 了 有 任意 大 的 色 数 但 没有 三 角形 的 图 , 也 就 是 说 , 每 一 个 圈 
都 至 少 有 4 条 边 , 其 他 的 也 一 样 (请 参考 下 面 的 方 框 ) . 

但 是 , 在 这 些 例子 中 有 很 多 圈 是 有 四 条 边 的 . 我 们 能 做 得 更 好 
一 点 吗 ?我 们 能 描绘 出 不 存在 长 度 较 短 的 圈 而 仍旧 有 很 大 的 色 数 
mj? 我 们 可 以 ! 为 了 更 精确 , 我 们 将 图 G 中 的 最 短 圈 的 长 度 称 为 С 
的 围 长 , 记 为 7(G); 那么 我 们 就 得 到 以 下 的 定理 , 首先 为 Paul Erdős 
所 证 明 . 


”大 色 数 且 无 三 角形 的 图 


构造 Mycielski 图 
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显然 ,Gn+1 也 是 没有 三 角形 的 . 为 了 证 明 x(Gn+1) = п +1, 
我 们 对 使 用 归纳 法 . 对 С, 的 任意 一 个 n- 着 色 方案 , 考虑 一 
个 颜色 族 C. 必定 存在 一 个 顶点 ve С, 它 与 每 一 个 其 他 颜色 
的 类 中 的 至 少 一 个 顶点 是 相连 的 ; 否则 我 们 可 以 将 C 中 的 顶 


点 分 配 到 n 一 1 个 其 他 的 颜色 类 当中 , 结果 出 现 (Сл) <n 一 1. 
但 现在 很 明显 的 是 w (V 中 的 与 v 对 应 的 顶点 ) 必须 在 n- 着 
色 方案 中 与 有 相同 的 颜色 . 所 以 所 有 的 п 种 颜色 在 V" 中 均 
出 现 , 而 我 们 需要 一 种 新 颜色 来 为 -着色 . 


定理 3. 对 于 每 个 人 > 2, 存在 一 个 图 G 满足 色 数 x(G) >k 以 及 围 
К 4(G) > К. 


证 明 的 策略 与 前 面 的 那些 证 明 类 似 : 我 们 考虑 一 个 特定 的 图 
上 的 概率 空间 , 并 且 证 明 x(G) < к 的 概率 小 于 P 即 可 , 而 同样 
地 7(G) < k 的 概率 小 于 1. AR, 我 们 想 要 的 特定 性 质 的 图 一 定 
是 存在 的 . 


B UEBB. 4 V = (vi 02, о, 是 顶点 集 , 而 p 是 一 个 将 要 精心 挑 
选 的 0 到 1 之 间 的 固定 的 数 . 我 们 的 概率 空间 9(n,p) 由 所 有 在 V 
上 的 , 单个 的 边 以 概率 三 独立 出 现 的 图 所 组 成 的 . 换 句 话说 , 我 们 在 
谈论 的 是 一 个 Bernoulli 实验 , 我 们 在 每 一 条 边 上 赋予 的 概率 为 p. E 
为 例子 , 一 个 完全 图 的 概率 Prob(K,,) 是 Prob(K,) = p( 引 .一般 地 ， 
我 们 有 Prob(H) = p™(1—p))-™, 如果 在 V 上 的 图 互 恰好 有 m Ж 
边 . 


让 我 们 首先 来 看 看 色 数 x(G). 我 们 用 a = a(G) 表示 独立 教 ， 
也 就 是 G 中 最 大 的 独立 集 的 顶点 个 数 . 因为 在 一 种 x = x(G) 的 着 
色 方 案 当 中 所 有 的 着 色 类 都 是 独立 的 (而 因此 基数 < a), 我 们 推断 
4% x(a) > n. 因此 如 果 a 相对 于 nn 比较 小 的 话 , x 一定 是 比较 大 的 ， 
而 这 就 是 我 们 想 要 的 . 

假设 2 <r < п. 某 个 固定 的 V 中 的 r 元 集 是 独立 的 概率 
为 (1 —p)), 并 且 由 与 定理 2 同样 的 论证 以 及 对 所 有 的 > 有 1 二 px 


图 论 


er, 我们 可 得 
Prob(a > r) < (")а- p)(2) 
ey - p) = (n-p Ty < (ne-9(r-9/2)r, 


给 定 某 一 个 固定 的 k > 0, 我 们 现在 选择 p := n Fr , 并 继续 证 
明 对 充分 大 的 n, 1 
Prob(a > 7-) < 5. (3) 


事实 上 , упт H logn HKE, IRIK n RITE nH > 
6klogn, 因此 p > 6k BE. XJ r := [2] 这 能 推出 pr > 3logn, 而 由 此 


ne ?(r-1)/2 = ne Tei & пе 8 one} = a lel = (sji, 


当 趋向 于 正 无 穷 的 时 候 收 敛 到 0. 因此 (3) 对 所 有 n > ny 均 成 立 . 

现在 我 们 看 看 第 二 个 参数 y(G). 对 一 个 给 定 的 大 我 们 想 要 证 明 
没有 很 多 的 长 度 < k KIR. 令 i 为 一 个 在 3 入 之 间 的 数 ,而 A CV 
是 一 个 固定 的 i 元 集 . 所 有 可 能 的 A 上 的 i 边 形 的 圈 的 个 数 显然 就 
是 4 上 的 循环 置换 的 数目 除 以 2 (因为 我 们 能 从 两 个 不 同 的 方向 管 
换 一 个 图 ) , 而 因此 等 于 SY 从 而 所 有 可 能 的 i 边 形 的 圈 的 个 数 
就 是 (7) 与 汪 ,因此 每 一 个 这 样 的 圈 С 都 以 概率 pi 出 现 . $ X 为 记 
录 长 度 < 大 的 圈 的 个 数 的 随机 变量 . 为 了 估计 X 我 们 运用 两 个 简 
单 但 是 漂亮 的 工具 . 第 一 个 是 期 望 的 线性 性 , 而 第 二 个 是 非 负 随 机 
变量 的 Markov 不 等 式 , 即 

EX 


Prob(X > a) < Te 


Hop BX ж X 的 期 望 . 关于 这 两 个 工具 请 参考 第 14 章 的 附录 . 

S Хо 是 一 个 长 度 为 守 的 圈 C 的 指示 随机 变量 ， 也 就 是 说 , 
Xo = 1 还 是 0 取决 于 C 是 否 出 现在 图 中 , 因此 EXc = p». A 
H X WRTA KE < 上 的 圈 的 个 数 , 我 们 有 Х = у Хо, 而 由 线 
性 性 可 知 


DAU) Soh OR 
mon ч XC) 375 < 22"? < 5(k-2)n"p*, 
不 等 式 , 取 a = 3, 我 们 得 到 


EX 


(np) _ -. 
wi €6-2 x = *-2n кїт, 


Prob(X >) < 
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因为 右 端 在 7 趋向 于 正 无 穷 的 时 候 收 敛 于 0, 我 们 推断 得 对 和 > п, 
p(X > 3) <}. 

现在 我 们 差不多 完成 了 . 我 们 的 分 析 告 诉 我 们 对 п > max(ni, 
na), 存在 个 顶点 上 的 图 H WE alH) < X, 并且 具 有 少 于 于 个 长 
RE < 上 的 圈 . 从 每 一 个 这 样 的 圈 中 删 掉 一 个 顶点 , 而 令 G 为 剩 下 的 
Al. 那么 (С) > 大 在 任意 的 比率 下 都 成 立 . 因为 G 包含 多 于 3 个 
顶点 并 且 满 足 a(G) < а(н) < 3, RNR 


证 毕 . п 


对 于 数值 较 大 的 围 长 和 色 数 的 (庞大 的 ) 图 的 明确 构造 方法 我 
们 是 知道 的 . (相反 , 我 们 不 知道 怎样 构造 红 / 蓝 着 色 方案 , 使 得 里 面 
没有 大 的 单 色 团 , 而 这 种 着 色 方案 的 存在 性 是 由 定理 2 所 保证 了 
的 .) Erdós 的 证 明 中 剩 下 的 激动 人 心 的 部 分 是 它 证 明了 相对 比较 小 
的 色 数 和 围 长 的 数值 较 大 图 的 存在 . 

为 了 结束 我 们 这 次 到 概率 世界 的 短途 旅行 , 让 我 们 讨论 一 个 在 
几何 图 论 当 中 的 重要 结果 (同样 地 我 们 回 到 Paul Erdós 身上 ) . 

考虑 一 个 有 个 顶点 和 m 条 边 的 简单 图 С = С(У, Е). 我 们 想 
要 将 G 嵌入 一 个 平面 , 就 像 我 们 对 平面 图 做 的 那样 . 现在 , 我 们 从 
第 11 章 可 以 知道 一 一 作为 Euler 公式 的 结果 一 一 一 个 简单 的 平面 
图 G 最 多 有 3n 一 6 条 边 . 因此 ,如 果 m HE 3n 一 6 大 ,那么 一 定 有 交 
叉 的 边 存 在 . RIK cr(G) 就 被 这 样 自然 地 定义 了 : 它 是 在 G 的 所 
有 画 法 中 交叉 的 最 小 数目 , 其 中 多 于 两 条 的 边 交 于 一 个 顶点 的 交叉 
是 不 被 允许 的 . 因此 cr(G) = 0 МНХ С 是 平面 图 . 


在 这 样 的 最 小 图 中 以 下 三 种 情况 被 排除 了 : 

。 没有 边 能 自 交 

。 有 共同 端点 的 边 不 能 相交 . 

。 没 有 两 条 边 能 相交 两 次 . 
这 是 因为 在 任意 的 一 个 情况 当中 , 我 们 可 以 构造 同一 个 与 该 图 不 同 
的 图 , 但 是 具有 更 少 的 交叉 , 运用 我 们 在 图 中 表示 的 操作 . 所 以 , 从 
现在 起 我 们 假定 所 有 的 画 法 都 有 这 三 条 规则 . 

假定 С 被 画 在 平面 上 ,其 交叉 数 为 cr(G). 我 们 可 以 立刻 推断 出 

交叉 数 的 一 个 下 界 . 考虑 以 下 的 图 Н: Н 的 顶点 是 С 的 顶点 加 上 所 
有 的 交叉 点 , 而 所 有 的 边 是 原来 的 边 的 部 分 , 即 我 们 沿 着 交叉 点 到 
交叉 点 . 


图 论 


新 图 万 现在 就 是 简单 平面 图 (这 可 以 由 我 们 的 三 个 假定 得 到 !). H 
的 顶点 数 是 n+er(G) 而 边 数 为 m 十 2cr(G), 因为 每 个 交叉 处 的 新 项 
点 都 是 4 HE. 对 于 平面 图 的 边 的 个 数 的 界 我 们 发 现 : 


m + 2cr(G) < 3(n+cr(G)) — 6, 


Вр, 
(G) > т- Зп +6. (4) 


作为 一 个 例子 , 对 完全 图 Ks 我 们 计算 
cr(Ke) > 15 — 184-6 = 3, 


并 且 事 实 上 存在 一 个 画 法 只 有 三 个 交叉 . 
(4) 中 的 下 界 对 于 m 关于 n 是 线性 的 情况 下 来 看 是 足够 好 的 ， 
然后 图 画 变 了 , 而 这 就 是 我 们 的 定理 . 


定理 4. AGARA п АЯ т 条 边 的 简单 图 , 其 中 m > An. 
那么 


1m? 
2 L—. 
cr(G) 64 n2 


这 个 被 称 作 交叉 引 理 的 结果 的 历史 , 是 非常 有 趣 的 . 在 1973 
年 Erdós 和 Guy 提出 这 个 猜想 (其 中 页 是 被 一 个 常数 c 所 取代 的 ) . 
最 初 的 证 明 是 由 Leighton 在 1982 年 给 出 的 (用 高 代替 25) ,而 另外 
又 由 Ajtai, Chvátal, Newborn 和 Szemerédi 独立 地 得 到 . 交叉 引 理 几 
乎 不 为 人 所 知 (事实 上 , 许多 人 在 它 的 原始 证 明 出 来 很 久 以 后 仍然 
认为 这 是 一 个 猜想 ) , 直到 László Székely 在 他 的 一 篇 很 漂亮 的 论文 
里 面 将 其 运用 到 一 系列 至 那 时 为 止 都 是 相当 困难 的 几何 极 植 问题 
E, 阐述 了 其 有 用 性 . 以 下 我 们 要 提供 的 证 明 是 从 Bernard Chazelle, 
Micha Sharir 和 Emo Welzl 的 电子 邮件 谈话 里 提炼 出 来 的 , 毫 无 疑问 
这 应 该 属于 数学 天 书 . 


mir. 考虑 G 的 最 小 化 画图 , AS р 是 一 个 0 到 1 之 间 的 数 (将 
会 在 以 后 确定 ) . 现在 我 们 产生 G 的 一 个 子 图 , 选取 G 中 的 顶点 以 
概率 p 落 入 这 个 子 图 , 相互 独立 . 我 们 用 Gy 标记 所 得 到 的 诱导 子 
图 . 

4 np, mp, Xp 为 对 顶点 数 、 边 数 和 Gy 中 的 交叉 的 数目 计数 的 随 
机 变量 . 因为 由 (4) ,cr(G) — m 十 3n>0 对 任意 的 图 都 成 立 ,我 们 当 
然 有 

E(X, — mp +3np) > 0. 
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现在 我 们 继续 来 计算 单个 的 期 望 Eln), Emp) 和 E(X,). 很 明显 Э, 
地 , E(n,) = pn 以 及 E(m,) = pm, 因为 一 条 边 出 现在 G, 中 当 且 ee А %, 
仅 当 其 两 个 端点 也 出 现在 С, 中 . 最 后 , E(X,) = p*er(G), 因为 一 个 
交叉 点 在 G 中 出 现 当 且 仅 当 全 部 四 个 (不 同 的 1) 顶点 都 在 那里 . 

由 期 望 的 线性 性 我 们 发 现 


0 < E(X,) — E(m,) + 3E(np) p*cr(G) — рт + 3pn, 


也 就 是 р à ‘ 
e(G) > mr 2 - "wa (5) 
现在 这 是 最 关键 的 一 条 : 令 p := 1e (由 我 们 的 假设 这 至 多 是 1)， 
那么 (5) 变 成 
1 4m 3n 1 т? 
«€ > alos от “ойт 
这 就 是 我 们 想 要 的 了 . a 
Paul Erdős 看 到 这 个 证 明 会 很 高 兴 的 . 
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关于 插图 的 说 明 2a 


我 们 很 荣幸 得 到 Karl Heinrich Hofmann (Darmstadt) 的 特别 许可 ， 
能 用 他 的 一 些 漂亮 的 原创 夯 来 装饰 本 书 . 

第 11 章 的 正规 多 面体 的 插图 和 第 12 章 末 的 插图 是 WAF Rup- 
pert (维也纳 ) 提供 的 . 

第 11 BE Sylvester-Gallai 定理 中 的 两 个 插图 是 由 Jürgen Richter- 
Gebert 提供 的 . 

第 31 章 中 的 照片 是 坐落 在 Minneapolis 市 的 , 由 Frank Gehry 设 
计 的 Weisman 艺术 博物 馆 的 西 侧 正 面 照 片 , 由 Chris Faust 提供 . 照 
片 右边 是 位 于 博物 馆 西 侧 后 面 的 Dolly Fiterman Riverview 艺术 画廊 
的 平面 设计 图 . 

书 中 Bertrand, Cantor, Erdós, Euler, Fermat, Herglotz, Hermite, Hilb- 
ert, Pólya, Littlewood 和 Sylvester 的 照片 来 自 Oberwolfach 数学 研究 
所 的 照片 档案 , 并 得 到 许可 . (非常 感谢 Annette Disch!) 

书 中 具有 Buffon, Chebyshev, Euler 和 Ramanujan 肖像 的 邮票 来 
自 Jeff Miller 的 数学 邮票 网 址 http://jeff560.tripod.com, ЭЁ RHEE 
的 许可 . 

Hermite 的 照片 来 自 他 的 全 集 第 一 卷 . 

Claude Shannon 的 照片 是 由 MIT 博物 馆 提 供 的 , 并 在 获得 许可 
后 复制 . 

Cayley 的 肖像 取 自 “Weierstrass 影集 ” (Reinhard Billing 44, 
Vieweg, 1994), 并 得 到 柏林 国家 博物 馆 的 现代 图 书馆 许可 . 

Cauchy 的 肖像 是 从 巴黎 综合 理工 学 院 (Ecole Polytechnique, Paris) 
的 收藏 中 经 许可 复制 的 . 

Fermat 的 照片 是 从 Stefan Hildebrandt 和 Anthony Tromba 的 著 
作 The Parsimonious Universe, Shape and Form in the Natural World 
(Springer-Verlag, 1996) 中 复制 的 . 

Ernst Witt 的 肖像 来 自 Journal fiir die Reine und Angewandte Math- 
ematik, 426 (1992), 经 Walter de Gruyter 出 版 公司 许可 . 


关于 插图 的 说 明 


Karol Borsuk 的 照片 是 由 Isaac Namioka 于 1967 年 拍摄 的 , 经 同 
意 复制 . 

Peter Sperner (Braunschweig) 提供 了 他 父亲 的 肖像 , Vera S6s 提供 
了 Paul Turán 的 照片 . 

Noga Alon 提供 了 A. Nilli 的 肖像 . 

在 此 , 我 们 一 并 致谢 ! 
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